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组 合 学 作为 数学 的 一 个 分 支 主要 研究 数 (shü) 的 技巧 ， 计数 
占据 了 组 合 学 的 基础 . 不 仅 在 数学 本 身 ， 而 且 在 其 他 学 科 中 , HS 
有 广泛 的 应 用 .用 一 本 书 全 面 反映 与 此 有 关 的 深入 发 展 是 远 不 够 
的 .本 专著 只 是 试图 为 与 组 合 地 图 计数 有 关 的 那些 课题 ， 提 供 一 
个 统一 的 理论 模式 ， 同 时 ， 也 提供 了 一 系列 为 数 (shi) 各 类 组 合 地 
图 的 简洁 公式 . 

对 于 数 (shi) 组 合 地 图 ,首先 楼 了 解 的 是 地 图 的 对 称 性 . 也 就 
B ik, 要 知道 它们 的 自 向 构 群 . 一 般 面 言 ， 这 是 一 个 有 意义 的 、 复 
杂 的 和 困难 的 问题 . 为 此 ， 第 一 个 问题 就 是 如 何 使 得 所 讨论 的 地 
图 不 对 称 ， 自 20 世纪 60 年 代 初 ， Tutte 发 现在 弛 图 上 定 根 的 方 
式 时 这 个 癌 题 就 解决 了 ， 它 就 形成 了 地 图 计数 之 基础 .只 要 对 于 
不 对 称 的 地 图 可 以 计数 ， 对 称 情形 之 下 的 一 般 计数 ， 如 果 知道 它 
HAO, 原则 上 也 就 可 以 付 诸 实 施 了 . 幸好 , 在 作者 前 部 专著 
[Liu58] 中 ， 扣 殿 了 求 多 面 形 自 同 构 群 的 有 效 的 算法 .市 且 ， 多 而 
形 无 非 是 组 合 地 图 的 同 义 语 。 然 后 ， 面 临 的 问题 就 是 如 何 求 得 所 
要 计数 的 一 类 地 图 的 计数 函数 应 满足 的 函数 乃至 泛 函 方程 ， 和 如 
何 确定 这 个 计数 函数 作为 雷 级 数 的 各 项 系数 ， 继 之 ， 进 而 居 计 这 
种 地 图 计数 函数 的 渐 近 行为 . 

为 了 提 到 方程 ， 一 个 带 有 决定 性 的 庄 穿 就 是 适当 地 将 所 要 计 
数 的 地 图 集合 分 解 为 若干 部 分 ， 使 每 一 部 分 均 可 由 这 个 集合 本 身 
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道 过 一 些 运 算 而 产生 .通常 开始 于 对 于 一 条 预先 选取 边 的 消去 与 
收缩 ， 沿 此 ， 可 以 看 出 为 了 计数 各 种 类 型 的 地 图 如 何 构 次 各 自 不 
同 的 运算 . 自然 ,分 解 的 方法 与 所 选择 的 计数 参数 密切 相关 . 这 里 
揭示 了 一 些 窍门 ， 以 避免 从 分 解 推导 方程 中 的 不 必要 的 复杂 性 . 

只 要 函数 乃至 泛 函 方程 建立 起 来 ， 剩 下 的 问题 就 是 寻找 一 种 
适当 的 方式 求解 ， 或 者 为 澄清 其 解 而 进行 变换 和 简化 . 这 里 ,提供 
了 一 些 直接 求解 这 些 方程 的 方法 ， 或 者 将 它们 转变 成 为 可 解 之 情 
形 . 最 令 人 回味 的 是 设法 寻找 出 一 种 方式 ， 使 得 可 以 适当 地 利用 
Lagrange 反 演 ， 确 定 出 其 解 之 级 数 形 式 的 各 项 系数 .正如 所 望 ， 
依 这 种 方式 通过 一 系列 的 得 当 处 理 ， 求 出 一 批 数 (shi) 各 种 地 图 
的 十 分 简单 的 公式 ， 

不 管 所 得 到 的 方程 是 否 完全 可 解 ， 总 还 可 以 估计 当地 图 的 阶 
充分 大 以 至 趋 于 无 穷 时 ， 各 种 地 图 数目 的 渐 近 值 ， 以 及 计数 郴 数 
的 渐 近 性 质 ， 从 而 ， 确 定 它们 的 随机 行为 . 

正 是 基于 上 将 所 概括 的 理论 想法 ， 全 书 拟 由 三 部 分 组 成 .第 
一 部 分 ,部 从 第 二 章 到 第 九 章 ， 讨 论 地 图 计数 的 一 般 理 论 , 第 二 部 
分 ， 即 从 第 十 章 到 第 十 二 章 , 为 禁 和 特别 是 色 和 的 确定 , 它 是 一 般 
理论 的 深化 与 扩充 . 从 而 更 复杂 也 更 难 . 第 三 部 分 , 仅 由 第 十 三 章 
组 成 , 讨论 歼 机 和 沐 近 行为 . 当然 , 第 一 章 提供 了 必 备 的 一 些 基 础 
知识 与 基本 技巧 ， 在 每 章 的 最 后 均 有 一 节 注 记 ， 追 述 有 关 历 史 背 
景 、 最 新 进展 以 及 一 些 尚 未 解决 的 问题 ， 伴 随 可 能 的 解决 途径 . 

此 书 的 基本 框架 ， 源 自我 的 英文 专著 Enumeratiue Theory of 
Maps (Science Press and Kluwer Academic Publishers,1999). 不 
过 ， 几 乎 除 第 一 章 外 ， 各 章 均 纳入 了 一 些 新 的 结果 ， 特 别 是 包括 
了 新 得 到 的 最 后 简化 的 公式 . 例如 ， 在 第 二 章 中 除 第 一 节 外 是 全 
新 的 而且， 几乎 所 有 结果 的 表述 与 证 骨 方 法 均 采 取 了 不 同 的 形 
式 ， 以 相得益彰 . cH, HEAT RA, CHURMRAAREK 
办 等 的 一 些 有 关 新 结果 . 
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借 此 机 会 ， 我 不 能 不 对 所 有 那些 为 本 书 出 版 直接 或 间接 作出 
贡献 的 人 士 表 示 最 衷心 的 感谢 这 一 理论 的 发 端 由 Tutte 教授 所 
创立 ,他 的 文章 与 指引 ， 使 我 得 以 于 1982-1984 年 间 ， 在 滑铁卢 大 
学 组 合 学 与 最 优化 系 工作 时 ,进入 这 一 领域 . 没有 这 些 ， 就 不 可 能 
AREE A IRI MR. 

还 有 R. Cori, P. L. Hammer, D. M. Jackson, R. C. Mullin, 
R. C. Read, L. B. Richmond, P. Rosenstiehl, B. Simeone, T. T. S. 
Walsh, 徐 明 曜 ， 颜 基 义 等 救 授 给 予 了 多 方面 的 支持 与 帮助 .在 写 
FES, FHRERRERN, BRE, HE, BNE, Non 
#k, S. Lawrencenko, (£3, SURE EL, MB, WAH, £ 
KE, Bo, REGE, HDA, URE, RER, TARE 
Sy, RERA, TER. 

科学 出 版 社 的 刘 嘉 善 编审 对 全 书 做 了 精心 编辑 和 认真 审查 . 

Jm, HERE, 加 拿 大 滑铁卢 大 学 组 合 学 与 最 优化 系 , 美国 
罗杰斯 大 学 的 离散 数学 与 理论 计算 机 科学 研究 中 心 (DIMACS) 和 
运筹 学 研究 中 心 (RUTCOR), 意大利 罗马 大 学 (ER) 数学 系 ， 统 
计 系 和 计算 机 科学 系 ， 法 国 社 科 高 研 院 人 文教 学 研究 中 心 ， 法 国 
被 尔 多 第 一 大 学 的 数学 与 计算 机 科学 系 ， 和 美国 辛辛那提 大 学 的 
电子 与 计算 机 工程 和 计算 机 科学 系 等 的 热情 好 客 ， 提 供 了 工作 与 
讲学 的 机 会 ， 特 别 地 ， 还 要 提 到 中 国 科 学 院 出 版 基金 对 本 书 的 出 
版 ， 以 及 美国 国家 科学 基金 ， 意 大 利 国家 研究 基金 委 和 我 国 国家 
自然 科学 基金 对 有 关 项 目的 研究 所 给 予 的 资助 . 


刘 唐 保 
2000 年 10 上 月 


于 北京 上 园 村 


第 一 章 MAIR LLL Lees 1 
81.1 组 合 地 图 isses Imm 1 
$1.2 HEEL SIE sees 8 
81.3 计数 卫 数 nl 18 
81.4 EAE .......................................... 23 
$1.5 Lagrange RIM ...................... 7 ............. 28 
81.6 阴影 泛 贾 RIRs 36 
$1.7 BER .......................................... 40 
$1.8 福 记 occ cece cece ccc eee een mmt 44 

28 —E ” 树 地 图 eee 46 
$2.3 PHP 2........................................... 46 
$2.2 平面 Halin 地 图 ................................... 54 


£3 受 限 外 平 而 地 国 本 85 
$3.4 一 般 外 平面 地 图 n. a 92 
$3.5 PEGE ............. a naa ese hannis 100 
第 四 章 三角 化 地 图 ................................... 102 


vi Hs 


$4.3 Z fade. TEBE... cca e cece ee ee 118 
844 射影 平面 三 角 化 .................................. 128 
$4.5 环 面 三 角 化 r... r... 135 
84.6 注 记 ,cisssseeeeseeeeeme eheu a hm eee 142 
^n  EIEWDB.......................... 144 
$5.1 平面 三 正则 地 图 .................................. 144 
85.2 二 部 三 正则 地 图 .................................. 151 
85.3 三 正则 Hamilton 地 图 ............................ 160 
$5.4 RI ERA uses 165 
85.5 dE A .............................................. 171 
第 六 章 Euler HERB ...................... Mesh ee ree 174 
$6.1 平面 Euler 地 图 Lili 174 
$6.2 Tutte 公式 i lessen nnn 180 
$6.3 Euler 平面 三 角 化 ...................... a... 186 
$6.4 正则 Euler 地 图 .................................. 192 
86.5 注 记 | mee ehh nn 199 
第 七 章 AB HM ................................. 201 
87.1 外 平面 不 可 分 离 地 图 ............................. 201 
87.2 Euler 不 可 分 离 地 图 MEE 210 
87.3 平面 不 可 分 离 地 图 ............................... 219 
87.4 曲面 不 可 分 高 地 图 ............................... DOF 
87.5 注 记 esee emm memet 234 
第 八 章 ”简单 地 图 ...................................... 236 
$8.1 无 环 地 图 ....................... meme 236 
58.2 无 环 Euler 地 图 .................................. 246 
$8.8 一 般 简章 地 图 .................................... 256 


88.4 简单 二 部 地 图 .ee 266 


目录 vii 


88.5 EiB .............................................. 274 
第 九 章 ”一 般 地 图 ...................................... 276 
$9.1 一 般 平 面 地 图 .................................... 276 
$9.2 平面 c 网 seems 283 
993 西 多 而 体 OET 293 
89.4 四 角 化 与 6 网 uses 301 
89.5 曲面 一 般 地 图 .................................... 310 
89.6 A PME 319 
第 十 章 ” 色 和 方程 ...................................... 821 
$10.1 树 方程 ccc ccc cee Ih mre 321 
$10.2 外 平面 方程 isses mme 326 
810.3 一 般 方程 ..................... eene nee 335 
810.4 三 角 化 方程 ..................................... 343 
810.5 EHE SR 348 
810.8 Hid ................. a. ars erem eme mene 354 
第 于 一 章 HAE... 6662 356 
811.1 WAFER ..................................... 356 
811.2 JOE IEA ..................................... 363 
811.3 — Lr ........................................ 367 
$1L4 不 可 分 离 林 和 Less esee 374 
§11.5 福 记 ............................................ 378 
ETIE RMB. cee 380 
812.1 一 般 解 .......................................... 380 
8122 立方 三 角 cece ccc eee ce see eesteeeetetenes 388 


viii 目录 


$12.4 IQ .......................................... 409 
812.5 注 记 .................. eme eee enne 416 
第 十 三 章 ”随机 性 态 G0. 418 
813.1 外 平面 浙 近 性 esses 418 
813.2 树 - 根 地 图 平均 .................... 495 
813.3 平均 Hamilton B Ë ow. ee cee nee ences 429 
813.4 地 图 的 不 对 称 性 ................................. 435 
813.5 方程 的 奇异 性 .i 446 
813.6 PEG ......................... mee rena 451 
参考 文献 ...................-........... 7... a.r............ 454 


第 一 章 
预备 知识 


为 方便 ， 这 里 通 篇 采用 如 下 的 还 辑 符号 ， vA e V 
和 3 分 别 表 示 和 ， 积 ， 否 定 ， 列 意 ， 等 价 ， 任 意 量 和 存在 量 ， 在 行 
MP, (¿jk)(EK, Lj) WIESE DOR j 节 的 第 天 个 公式 (或 者 定 
理 ， 引 理 ， 推 论 等 之 类 }. 符号 表示 证 明 的 结束 . 

参考 文献 [hl 表示 指标 为 的 项 ， 其 中 ， 上 由 该 项 作者 (41) 
姓 的 前 几 个 字母 继 之 为 数字 组 成 。 姓氏 按 拼 音字 典 序 排列 .同样 
的 作者 ( 们 ) 则 用 数字 区 别 不 同 的 文章 或 其 他 出 版 物 . 

本 书 原则 上 是 自 包 含 的 . 即使 有 未 解释 的 术语 , 均 可 在 [Liu58], 
也 可 能 在 [GoJ1] 或 [Tut39] 中 查 到 ， 


$1.1. 组 合 地 图 


一 个 组 合 地 图 , 简称 地 图 , REA M, 作为 数学 概念 可 以 看 
作 在 地 理 上 出 现 的 地 图 的 抽象 ， 它 被 定义 为 在 四 元 胞 腔 无 公共 元 
FRX 上 的 一 个 基本 置换 尹 县 满足 下 面 的 公理 1 和 公理 2. 

令 基 是 一 个 有 限 集 和 K 为 由 四 个 元 素 组 成 的 Klein #. K 
中 的 元 素 用 1,0, 8 Mod Rm. HK 是 群 , RA ad = 82 = 1, 
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af = Ba. 对 任何 zx € Y, Kz = (x, ax, Bz, ofc) BRA 四 元 胞 腔 . 
则 ， 
X= Y Ka. (1.1.1) 
rex 
A, oM BAMA X 的 置换 . # X 上 的 一 个 置换 P, #xHE 
fl x € X, 均 不 存在 整数 上 > 0 使 得 Pte = oz, 则 被 称 为 X d 65. 


21 oP = Pita. 
公理 2 H J= {a, p, P) Ft & i UV, EX Eit. 


由 此 ， 记 地 图 M = (X. (X),P). 由 公理 158, o FBR 
FERRE. JA. —M (X, a (X), P) Z (W aT (X),P). HI, ek 
为 第 一 算 子 和 6, 弟 二 算 子 . HT ñ 不 一 定 满足 公理 1, 对 于 地 图 
M = (Asa( X), P), — (Ap (X), P) 不 会 是 地 图 ， 因 为 P 总 可 
玲 一 地 表示 为 狂 环 置换 的 积 ， 它 的 每 一 个 循环 中 元 素 组 成 的 集合 
被 成 为 Bt. 公理 1 使 得 在 P 中 ， 对 任何 z € X, > 所 在 的 轨道 
Orbp(z) 与 Orbpfaz) 是 不 同 的 . 称 它们 为 相互 CE. 每 一 个 共 
Se ELO MEE SS M 的 节点 . REX 和 Xs. (X) 分 别称 为 M 
的 基础 集 和 基本 集 . 

给 定 一 个 地 图 M = (Xal Xh P) 可 以 验证 M" = (Xa, CX), 
Pos) 也 是 一 个 地 图 . ER, EMS, B 为 第 一 算 子 , 而 a We 
第 二 算 子 . 称 M* 为 M 的 SIS. EB, M* 的 节点 称 为 M 的 面 . 
自然 ， 每 一 个 四 元 胸腔 被 称 为 38. 任何 一 条 边 (m, a0, Sz, ex) 可 
视 为 由 二 个 丰 边 {z,az} 与 {fror (E M rB), 或 者 [z, Bz) 与 
{az,aBz}{( 在 M * b) 组 成 . 

若 一 个 图 的 节点 和 边 的 集合 与 M 的 相同 ， 则 称 它 为 MM 的 基 
准 图 , 常 记 为 G(M). 由 公理 2,G(M) 总 是 连通 的 ， 反 之 ， 若 一 个 
地 图 的 节点 和 边 的 集合 与 一 个 图 G 的 相同 ， 则 称 它 为 G 的 准 基 
地 图 , 常 记 为 M(G). BAR. M AGM) 的 淮 基地 图 . 虽然 一 个 
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地 图 只 有 一 个 基准 图 ， 一 个 图 一 般 有 不 只 一 个 准 基 地 图 .事实 上 ， 
一 个 图 的 任何 一 个 在 曲面 上 的 嵌入 均 为 它 的 蕉 基地 图 . 这 就 可 以 
记 地 图 M = (G, F) 使 得 G = (V,E) = GM). RH, VER 
SHA M 的 节点 ， 边 和 面 的 集合 .为 方便 ， 只 有 一 个 节点 而 无 边 
RBA MER, REA 平凡 的 , 或 节点 地 图 规定 它 只 有 一 
个 面 .车 一 个 地 图 只 含 一 条 边 ， 则 称 它 为 边 地 图 , 用 L 表示 . X 
边 地 图 的 边 为 环 ， 则 称 为 环 地 图 ; 否则 ， 杆 地 图 . 可 见 ， 有 二 个 
环 地 图 .它们 分 别 为 Li = {X,(z,apBz)) 和 La = (X, (z.62)). 其 
th, X= fz, ax, Az, apr} 和 用 P = (z,eBz) 或 (z, Bz) 分 别 简 记 
P = (z, aprox, px) 或 (z, 8z)oz, pr) 只 有 一 个 标 地 图 . i 
Lo = (X, (z)(a82)). 
4 vel OPRAH M 的 节点 ， 边 和 面 的 集合 ， 贡 


Eul(M) =u — €+ $ (1.1.2) 


被 称 为 M 的 Euler 示 性 数 . 
BEM, 若 一 个 地 图 M = (05, (X), P) 还 满足 下 面 的 公理 3, 则 
REA 不 可 定向 的 , 否则 ， 可 定向 的 


公理 S 由 1= {a6,P} 所 生成 的 群 Dr 在 Xap X) LAE. 


因为 可 以 证 明 ， 若 本 + 在 X¿ a (X) 上 不 可 迁 ， 则 它 愉 含 二 个 
轨道 . BR, ETE. 这 就 是 说 ,一 个 地 图 (A. (X), P) 是 
可 定向 的 当 ， 且 仅 当 ， 群 Tr 在 Xaa K) 上 上 怡 售 二 个 轨道 . 

令 M = (Aa F (X),P) 是 一 个 地 图 和 e; = (z=,oz, Bz, abr} 为 
与 ze A, a (X) 关联 的 那 条 边 . 为 简化 ， 当 不 引起 混 清 时 ， 总 是 用 
X RUE Xa 记 


X = X + aX + BX + oBX (1.1.3) 


其 中 ， YX = {yee € X},7 = apb fl ap. HH, EL e, = 
{z, az, 8z, apr} = Kz, z € X, RAA e 


4 2-A MAMA 


下 面 ， 在 地 图 M 上 对 于 一 条 边 e, 引进 二 个 运算 . 一 个 是 在 
M L, Mee, 即 


M-e = (X - e, P(ey), (1.1.4) 


AP, P) AP RHE 2 — e 上 的 部 分 ， 另 一 个 ， 就 是 在 M 上 
将 < 收缩 , BD 
Mee = (X - e, Piel). (1.1.8) 


其 中 ， Piel 为 将 e 在 M F ü u= {(z, A), (az,0A-')}, 或 简 
ic u = (z, A) Aly = [(e8z, B),(6z, eB-1)1, 或 v= {afz, B), 合 
成 为 节点 ((BA),(GA-1B-1)), gk (BA). 同时 ， 使 其 他 节点 不 变 . 


定理 1.1. 对 任何 地 图 M, 益 有 Eul( M) < 2. 


证 因为 在 M 上 ， 将 一 条 在 二 个 面 公共 边界 上 的 边 e 消去 
后 ， 节 点 数 不 变 和 面 数 减 一 ， 由 (14.2) 8, Eu(M)- Eul(M). 
其 中 ， M'=M ~e 依 此 行 之 ， 总 可 得 地 图 M' RS — B, il 
H Eul(M) = Eul(M'). 由 公理 2, G(M') 是 连通 的 . 又 ， 对 任何 连 
通 图 GA ezv- R F, + 和 分别 为 G 的 节点 数 和 边 数 . 
Am, £ Eul(M) = Eul(M') < (e +1) —e + 1 = 2. 这 就 是 定理 
之 结论 . ü 

还 有 两 个 运算 是 常用 的 . 设 4 = (AB) 是 地 图 M = (z, P) 的 
一 个 节点 . 4 P' AP rh ü (BA) 用 (z, A) 和 (eds, B) RH 
到 的 . KH, e, = Ke 为 新 引进 的 达 , ARRE, M' = (A+ Kz, P) 
也 是 一 个 地 图 ， 并 称 它 为 由 M 经 过 Fo 节点 v = (B.A) 而 得 到 . 
df v = (afs, y) 是 M 中 的 一 个 节点 ， 旭 地 图 M = (Y - Ke 一 
Ky + Kz,P'), 使 得 P! 是 从 M 中 消去 节点 v, JEHTE P m, 4 
Kz —[z,oz.óy,aZy] 而 得 到 的 ket, Wk M' 为 在 内 中 忽略 了 
节点 v 消 去 一 条 边 的 逆 运 算 称 为 de 一 条 边 . 忽略 一 个 节点 的 
VZH m? 一 条 边 . 
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可 以 看 出 ， 上 面 所 说 的 臂 分 一 个 节点 的 运算 是 收缩 一 条 边 的 
运算 的 逆 ， 容 易 验 证 , 通过 边 的 收缩 ， 忽 铬 节点 和 它们 的 道 ， 辟 分 
节点 与 细 分 边 ， Euler 示 性 数 不 变 ， 

然而 ， 对 于 消去 这 的 运算 ， 则 只 能 当 所 消去 的 边 在 二 个 面 的 
公共 边界 上 时 ,以 及 与 之 相应 的 道 运算 , Wajmib, Ah Euler 示 性 
数 不 变 ， 这 种 情况 下 的 消去 与 添加 边 称 为 m. 

JEE 1.1.1 的 证 明 中 可 知 , 任何 ~- 个 地 图 均 可 变换 为 一 个 内 
含 一 个 面 的 地 图 使 得 Euler 示 性 数 不 变 。 要 想 研 究 任何 一 个 地 图 ， 
与 怎样 的 最 简单 的 地 图 有 相知 的 Euler 示 性 数 ， 只 讨论 单 面 的 地 
ARET. 

为 简 使 ， 用 而 的 集合 表示 地 图 mi HRE r = oalr xx 
K (ar)! = Bz. 总 之 ， 可 视 z = az 和 由 此 又 有 Bx = afe. 

对 于 不 定向 的 地 图 ， 由 上 许 的 使 Euer 示 性 数 保持 不 变 的 运 
算 ， 可 得 下 面 的 二 性 质 、 

可 定向 1 若 单 面 地 图 有 形式 M = (R==-1Q), R,Q Z 9, 则 


Eul(M) = Eul(RQ). 
可 定向 2 X3 ELE XM = (PrQyRz-1Sy- T), uj 
Eul(M) = Eu(PSRQTzyz y"). 


对 于 不 可 定向 地 图 ， 可 导出 如 下 二 性 质 . 
BEM 1 着 单 面 地 图 有 形式 M (PzQzR), 则 


Eul(M) = EulPQ-' Rez). 
否定 向 2 着 单 面 地 图 有 形式 M = (Arzyzy tz!) Bj 


Eul(M) = EulAriziz2roz323). 
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定理 1.1.2 着 地 图 M —(X,P) 是 可 定向 的 ， 别 有 Ful M) = 
O(mod 2). HH, M & $& X pig Es, HRY, Eu(M)— 
2—2p. X v, Eul(M) 3; M $ Euler RHR, b (1.1.2) AR. 


证 由 可 定向 性 ， 依 公理 3 可 知 ， 对 每 边 e, = Kz, z 5 apr 
必 同 在 群 VI = (a8,P), dE X EPR. 而 oz 和 ñz, FJ 
在 另 一 条 轨道 中 ， 又， {2z,aBz} = (z,z-1) = (oz, 8z). 利用 性 质 
可 定向 1 和 可 定向 2, 到 不 能 继续 时 , 只 能 或 者 Eul( M) = Eul(Oo), 
Os = (zz-!1), 或 者 存在 p > 0 使 得 Eul(M) = Eul(O,). Hh, 


p 
Op = (TT wi yi ). 


通过 计算 Oo 和 O, 的 节点 数 ， 边 数 和 面 数 ， 即 可 得 到 第 一 个 结 
ig. 第 二 个 结论 ， 直 接 由 曲面 的 分 类 可 得 . ü 


定理 1,1.3 ”对 于 不 可 定向 地 图 M = (P), M £ T 3 q 的 
不 可 定向 旧 和 面 上 当 ， 且 仅 当 ， 有 Eu(M) = 2 一 q. X v, q> 0. 


证 由 不 可 定向 性 ， 依 公理 3 可 知 ， Trd = {ap,P], 在 不 
上 只 有 一 个 轨道 . Mitt, FE z € X d z Mas $£ Pos 的 同一 轨 
道上 .也 就 是 说 。，z 在 这 个 面 上 出 现 二 次 ， 而 = 不 出 现 . 利用 
性 质 否 定向 1 和 和 否定 向 2, 直到 不 能 继续 ， 必 存在 一 个 整数 9 > 0 
使 得 Eul( M) = Eul(N,), 其 中 


N, = (Iza). 


通过 计算 Nç 的 节点 数 , 边 数 与 面 数 ， 再 根据 曲面 的 分 类 即 可 得 定 
S. h 


上 面 的 地 图 Op p > 0, 和 Nç, q > 1, 统称 为 标准 地 图 ， 若 
Eul(M) = 2 , Bl p(M) =0 则 对 被 称 为 平面 的 . 对 p(M) = 


. 81.1 组 合 地 图 7 


1,9(M) 十 1 8& 2, 分 别称 M 为 在 环 面 上 的 ， 在 射影 平面 上 的 或 
在 Klein #, 上 的 . 

二 地 图 Mi = (Xa p(X), P.) 和 M; = (Xa a(X:), P3), EFE 
一 个 双 射 7 : Mug(X1) — Kapl X) 使 得 形式 


tp —————+_ Xa,e(X2) 
1 | I (1.1.6) 


x (X) 一 %ap(X2) 


XÍ yi = 34 = om = y = B fl = = P, 5 yz = Ps 是 可 交换 的 , 则 
# M. 和 M; 是 同 构 的 . 这 个 双 射 r 被 称 为 它们 之 间 的 一 个 同 构 . 

# Mi = M; = M, 它们 之 间 的 间 构 被 称 为 M 的 ARH. 可 
以 验证 ， 一 个 地 图 M 上 的 所 有 自 同 构 形 成 一 个 群 ， 并 称 之 为 自 
同 构 群 , 用 Aut(M) 表示 它 的 阶 记 为 aut(M)= |Aut(M)|. 

车 将 地 图 M = (A.P) 的 基本 集中 的 一 个 元 素 选 定 ， 并 给 以 
特别 的 标记 ， 则 称 M 是 带 根 的 . 那个 有 标记 的 元 素 被 称 为 根 . 常 
记 为 7 = (M). 与 根 关联 的 节点 ， 边 和 面 分 别称 为 IA, 根 边 和 
根 面 . 二 个 带 根 地 图 M. 和 M, 当 存 在 一 个 同 构 使 得 它们 的 根 相 
对 应 时 ， 才 称 它们 是 同 构 的 . 


EE 1.1.4 任何 带 祖 地 图 的 自 同 构 群 均 为 平凡 的 . 


证 令 T 为 地 图 用 的 一 个 自 同 构 ，> 为 它 的 根 . 因为 T(r) = r, 
H (1.1.6) RA Tr(ar) = or, r(Br) = Br 和 (Pr) = Pr. 从 而 ， 对 
HF y E TJ = (G, B, P), A ror) = vr. 由 公理 2, A. h 


在 此 基础 上 ， 还 有 


定理 1.1.5 Su 和 ó 分别 为 地 图 M 上 次 为 2 的 节点 数 和 
ms, i>. a, 


aut(M) | (2i, 2jé; | Vi, í > 1, Vj, j > 1). (1.1.7) 
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其 中 ， (Ziv, 2jé; | Vi, i 2 1, Vj, j > 1) 为 括号 中 所 有 数 的 最 大 
AAR. 


证 由 (1.1.6) 5X, H M EAP BERI +, Hee X h—^T 
次 为 宇 的 节点 和 一 个 次 为 了 的 面 关联 ， 则 r(x) 也 有 这 一 性 质 ， 这 
就 可 以 按 如 下 规则 z auc y <= dr € Aut(M), z = ry, 将 与 次 为 
i 的 节点 关联 的 基本 集中 的 元 素 分 类 . 由 定理 1.1.4 可 知 , 所 有 的 类 
都 具有 相同 的 元 素数 ， 即 群 Auc(M) 的 阶 ， 由 于 与 次 为 i 章节 点 关 
联 的 元 素数 目 为 im, 有 aut(M)|23iv;:， 相 仿 地 可 知 , aut(M)|2J6;. 
BER iil Mijaz 的 任意 性 ， 即 得 定理 . 1 


Hixx^ e 38, BD up Ag 
aut(M) < (2im, 2jó; | Vi, i» 1, Vj, j > 1). (1.1.8) 


从 关系 t= 23 iw = 2Y$ i60 以 及 由 此 知 


(2iv;, 236; | Vi, š > 1, Vj, j > 1) | 4e, (1.1.9) 
定理 1.1.5 就 意味 
aut(M) | 4e, AAT, aut(M) < 4e. (1.1.10) 


由 定理 1.1.4, 可 以 计数 带 根 地 图 而 不 必 考 虑 对 称 性 . ALT, E 
BB 1.1.5 为 数 不 带 根 的 地 图 考 虚 对 称 性 带 来 好 处 ,事实 上 ， 它 已 经 
启示 ， 求 一 个 地 图 的 自 同 构 群 可 以 有 效 地 通过 算法 实现 . 


81.2 地 图 多 项 式 


在 (1.1.4) 式 和 (1.1.5) 式 所 给 出 的 运算 的 基础 上 , 可 以 在 地 图 
M 上 建立 多 项 式 ， 这里， 只 讨论 那些 与 色 多 项 式 和 范 色 多 项 式 有 


§1.2 MR SOs 9 
KH. 监 于 一 般 性 ， 将 M 土 的 每 边 e 分 配 一 个 权 wle) = 0 或 1. 
或 者 说 ， 是 二 分 的 ， 这 里 ， 只 讨论 平面 地 图 . 
一 个 地 图 M. 令 V 和 巨 分 别 为 它 的 节点 集 与 边 集 . 用 如 下 递 
归 方 式 定义 一 个 地 图 函数 DM). 对 于 ec E, 
A(e)#(M — e) + B(e)%(M ee), 
Mec EBEAJESRZRAES4U; 
(X + Yz)* 9 (Xz + Y)" 9 (M — e), 


$(M)- "n (1.2.1) 
(X -Yz)yri*) ta + Y)* CM e e), 
34 e AHA. 
其 中 ， 


Ale) = wle)X + w(e)Y; Ble) = w(e)X 十 w(e)Y (1.2.2) 
HA, 满足 如 下 二 条 件 . 
$t 1. FM AV AWA, W 
@(M) = 1. (1.2.3) 
f&tt 2. 车 M = M. + Ms, BB. Mi 与 M; 无 公共 节点 的 并 ， 则 
@(M) = z@%(M,)@(M). (1.2.4) 
4 k; = k (M) 5 LL = LOM) AMAR i d = 0,1, HRS 
环 的 数目 . 


定理 1.2.1 若 在 地 图 M 的 基准 图 中 每 一 条 边 不 是 环 就 是 齐 
ii, WI 
@(M)=(X+Y=tb(Xz+Yyetn, (1.2.5) 
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证 3$ M 仅 合 一 条 边 e, 它 非 环 即 割 边 时 ， 易 验证 (1.2.5) 式 
成 立 ， 一 般 地 ， 若 e 为 环 ， 则 由 (1.2.1) 式 知 


B(M) = (X + Yz)? 9(X z + Y)" 9 &(M — e). 
由 归纳 法 ， 即 得 (1.2.5) 式 ， 相 仿 地 ， 可 证 e 为 审 边 的 情形 . ü 
事实 上 ， 进 而 有 


定理 1.2.2 对 任何 地 图 M, BR O(M)=O(M;X,Y,z) 总 是 
以 X,Y 和 > 为 未 定 元 的 多 项 式 ， 


证 由 (1.2.1-4) 可 知 ， 存 在 地 图 Mi, M, Ms, 3 > 0, 使 得 


$(M) = Y C,5(M;). 


i-i 
Xn. Mi, 0 < í < as, 的 所 有 边 非 自 环 即 割 边 和 CO < š < s, 全 
A XY 和 z 的 多 项 式 ， 从 而 ， 由 定理 1.2.1, MERKE. h 


# Mi 与 Mi 互 为 对 偶 ， 出 下 面 定理 表明 它们 多 项 式 (M1) 
和 9(M;) 有 同样 的 形式 . 


定理 1.2.3 $z M* 为 地 图 M AM, WA 
@(M;X,Y,z) = @(M*;Y,X,z). (1.2.6) 
KY, 06 B (121) 给 出 的 多 项 式 
证 由 边 的 消去 与 收缩 的 对 侦 性 ， 《1.2.1) 和 (1.2.2) 表明 
@(M*;Y, X, z), B) #(M; X,Y, z). 
队 而 ， 有 定理 之 结论 . h 


车 两 个 地 图 是 同 构 的 且 使 得 相应 的 边 的 权 相 同 ， 则 称 它们 是 
等 价 的 . 地 图 的 组 合 不 变量 就 是 地 图 的 这 样 一 个 函数 使 得 等 价 的 
地 图 有 相同 的 函数 值 . 


$1.2 地 图 多 项 式 11 
定理 1.2.4 ü 8 9 XO — 1 3 £ A * E. 


证 首先 ， 若 地 图 M 中 所 有 边 非 环 即 制 边 ， 则 由 定理 1.2.1 
可 知 O(M) 是 确定 的 . 这 就 只 要 考虑 在 地 图 中 有 按 既 非 环 又 非 割 
边 之 情形 ， 对 既 非 环 又 非 割 边 的 边 数 用 归纳 法 ， 当 M 中 只 有 一 条 
RAE MARRY, A (1.2.1), 易 验证 O(M)) 也 是 确定 的 .从 
而 ， 可 以 设 M 中 有 el 和 ez BARERA IEAA. i 


V mle) = A(e)b(M — e) + Ble)®(M ee), e = e1 BR ea. 


只 要 能 证 明 Du(e1,62) = Pulei) — Yale) = 0, 则 从 归纳 假设 给 
出 的 (M 一 e), @(M e e), e = e, e, 的 确定 性 ， 由 (1.2.1) 式 即 导 
出 更 (47) 的 确定 性 . 下 面 ， 往 证 Du(e1,02) = 0. 由 于 


(M — ej) eez = (M e es) — ex 


(M — eg) eei = (M *&i) — ez, 


TU 
V yu(e1) = A(e1)V m-e, (e2) + B(e1) V mee, (e2) 
= A(ez2)V ue, (e1) + B(ez) V uec, (er) 
= Vy (e>), 
即 得 Jw (ei,e2) = 0. ü 


车 限定 地 图 是 平面 的 ， 则 已 证 明 [Liu58-59] 这 个 多 项 式 是 拓 
扑 学 中 的 两 类 扭 结 多 项 式 ， Jones 多 项 式 [Jonl] 和 Kauffman 多 
项 式 [Kaul], 的 推广 . 

为 简便 ， 下 面 只 讨论 在 递归 关系 (1.2.1) 式 中 ， 系 数 A(e) 和 
Ble) 为 常数 ， 特 别 地 ， Ale) 和 Ble) 只 取 1 Bg -1 之 情形 - 

一 个 地 图 M 的 范 色 多 项 式 , A @(M), 由 如 下 的 递归 形式 
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所 确定 : 
Q(M — e) + Q(M e e), 
= e 既 非 环 又 非 制 边 ; 
Q(M) = (1.2.7) 
(1-t v)Q(M — e), 35 e 为 环 ; 
(1+ p)Q(M ee) 24 e 为 制 边 ; 


且 满 足 条 件 
Qi. # M AW AA, ii 


Q(M) = u. (1.2.8) 


Q2. # M = M. U M, B Min M; = vw, BB F — 4 A u 的 
集合 ， 则 
QM) = u !Q(Mi)QUM):). (1.2.9) 


WA (1.2.7) 式 为 (1.2.1) 式 当 Ale) = Ble) = 1 的 情形 ， 由 定 
理 1.2.2 TA, QM) 为 以 n 和 vw 为 未 定 元 的 多 项 式 ， 


定理 1.2.5 对 于 地 图 M, 其 范 色 多 项 式 有 如 下 的 形式 : 


QM) = Y un ynion, (1.2.10) 
E 


HP, Si G(M) 的 支撑 子 图 ， pofS) 和 pi(S) PHA SHE 
通 片 数 与 图 秩 ( 或 者 说 ， 基 本 图 的 数目 ). 


证 因为 节点 地 图 作 只 有 一 个 支撑 子 图 , 即 它 本 身 , B po (5) = 
1 和 p1(9) = 0, 从 (1.2.10) 式 即 得 条 件 QL 相仿 地 ， 也 可 检验 从 
(1..2.10) 式 得 到 条 件 Q2. 

然后 ， 证 明 由 (1.2.10) 式 确 定 的 多 项 式 满 足 关 系 (1.2.7) XX. 

= e RIRINGA, GOAL) 所 有 支撑 子 图 可 氛 分 为 两 类 : 
包含 e 与 不 包含 ce 且 它 们 分 别 1-1 对 应 M ec 和 好 一 e 中 的 支 
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MFA. wT 

Po(S) = po(S: M — e), pi(8) = pi (S; M — e), Se € S; 

po (S) = po(S; M ee), pn (S) =p (S; M s e), 4ee S, 
即 可 看 出 从 (1.2.10) 式 导 致 (1.2.7) XX. 

M e 为 环 时 ， 对 G(M) 的 任何 支撑 子 图 S, 均 有 

po(S) = pol 5; M — e), pi(S) = p (S; M — e), e d S; 

pol S) = po( 5; M — €), n(S) = p (S; M — e) +1, Se € S, 
又 使 得 (1.2.10) 式 导 致 (1.2.7) 式 ， 

34 e AAW, HLA S, 均 有 

po( S) = po(S; M ee) + 1, pi (S) = pi (S; M ee), e g S; 

po(S) = po(5; M ee), pY(8) = m(S; M ee), He € s, 
同样 ， 使 得 (1.2.10) 式 导致 (1.2.7) 式 . 

从 而 ， 由 定理 1.2.4, (1.2.10) 式 给 出 的 就 是 范 色 多 项 式 . q 


由 (1.2.9) 式 可 以 看 出 ， 在 OM) 中 的 而 个 末 定 元 px 和 vw 是 
不 对 称 的 ， 然 市 ， 著 引进 


x(Miz,y) = n !Q(M; u,v), (1.2.11) 


EH e= ptl Ryn, 则 在 X(adiz, 切中 的 z tj y 就 是 对 称 
的 了 . 
事实 上 ， 由 (1.2.7-9) 式 可 导出 x 满足 递归 关系 : 
x(M — e) + x(M ae e). 
35 e BEAM AEF, 
x(M)- (1.2.12) 
zx(M ee), Se AR; 


yx(M — e), 4e AM 
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同时 满足 如 下 二 条 件 : 


xl. £i M — $9, PARMA, M x(M) = 1. 
x2. 34 M = Mi U M. E Mi i M. EV, 即 一 个 节点 ， 则 


x(M) = x(Mı)x( Ma). 


多 项 式 x 被 称 为 名 范式 在 文献 中 ， 常 称 为 Tutte ZAR. 

假若 将 地 图 M 上 的 边 依次 标记 为 el,e2,…,ee, 令 T 为 MM 上 
一 个 支撑 树 ， 如 果 T 上 的 一 边 e, BD br, 具有 这 样 的 性 质 : 在 
T +e 中 的 那个 基本 上 图 上 所 有 上 树 边 的 足 标 均 不 超过 i, 则 e, 被 
WA 内 活动 的 , 另 一 方面 , 如 果 一 个 上 树 边 ej 具有 性 质 : TET +e; 
中 的 那个 基本 圈 上 所 有 树 边 的 足 标 均 不 超过 j, 则 称 ej 为 外 活动 
的 . 已 被 证 明 , 具有 给 定 的 内 活动 边 数 inc (D) 和 外 活动 边 数 ext(T) 
的 支撑 树 T 的 数目 与 如何 标记 边 的 方式 无 关 、 


定理 1.2.6(Tutte,1954) 一 个 地 图 M 的 色 范 式 x(M) 具有 如 
于 形式: 
x(M)= Y raise, (1.2.13) 


KP r(M;i,j) X M P, int(T) = i f» ext(T) = J 5 F hh 
B, l<ijse. 


证 RBA e 既 非 环 又 非 割 这 之 情形 . 其 他 情形 均 可 
相仿 地 导出 . STE T(M;i,j) AM 上 的 一 个 支撑 树 ， 且 它 的 内 
活动 数 int(T) = í 和 外 活动 数 ext(T) = j. WW e, T(M;1,j) 中 的 
支撑 树 可 分 二 类 ， 或者。 为 内 活动 边 ， 或 者 e 为 外 活动 边 . GE 
者 ， 则 在 M -e 中 怡 有 一 个 T = T(M —e;i,j) = T —e + el 
与 之 相应 ， Hp, ! = max(sle, € Cl} MC* X; T + e 中 的 
那个 基本 上 圈 . WH, Hà Tee 是 Mee 中 的 支撑 树 ， 但 不 是 
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T(Mee:i.j). 车 后 者 ， 则 虽然 工 一 e 是 M — e HRM, AF 
E T(M -ei j). 这 时 ， 只 有 了 ee 一 er 为 T(M ee;i,7), S TX 
RM XB, t= maxís|e, € C, — e) 和 Ce 2j T + e 中 的 那个 基本 
B. Jm, A q2(M;;,j) = T(M —e;š,j) + r(M ee;i,j). 这 就 
导致 (1.2.13) 式 给 出 的 x(M) 满足 (1.2.12) 式 ， 由 定理 1.2.4, 即 得 
(1.2.13) 式 中 的 x(M) 就 是 色 范式 . ü 


一 个 地 图 M 的 色 多 项 式 , 用 PCM) 表示 ,可 用 如 下 的 递归 关 


系 所 确定 : : 
P(M — e) — P(M e e), 


MjeB dE 8837 X 3E TF 
P(M)- (1.2.14) 
(1- X-1)P(M - e), He% Wis; 
0， 当 e 为 环 ， 
并 且 满 足 条 件 
Pi. P(M)-2A, 当 M 为 节点 地 图 . 
P2. # M = M, + Me, Bf M, U M; 使 得 M, n Ma = 0, W| 


P(M) = P(M;)P(M;). 


注意 ， 在 P2 "m, M 不 再 十 地 图 ， tH, Mi 和 M3 均 为 地 图 . 


定理 1.2.7(Whitney,1932) 地 图 M 的 色 多 项 式 P(M; A) 有 如 
下 的 表示 式 : 
P(M;X) = Vi(-i)m Gp), (1.2.15) 
8 
KP, SRR M 的 所 有 支撑 子 图 ， Qi(5) 和 cz(S) 分 别 为 S 的 
边 数 与 连通 片 数 . 


证 首先 , 对 于 环 地 图 L(L. a La 如 $1.1 中 所 述 ), 由 (1.2.15) 
式 可 知 P(L) = A+(-1)'A. 5 (1.2.14) 式 一 致 ， 当 然 ,， 车 M 为 节 
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点 地 图 时 ， (1.2.15) 式 给 出 P(M) = 入 这 就 是 条 件 Pl. HM = 
Mi; + My,M, 和 M, AWA, 有 GIM) KELATE S = S, + S> 
使 得 3 TIS. PHA GO) 和 GUMS) 的 支撑 子 图 ， 且 这 种 表示 
是 唯一 的 . 从 a (S) = ai(S,) + olsa) 和 po(S) = po(51) +po(52), 
以 及 (1.2.15) 式 ， 可 得 


P(M) = Y (1) (S) pros) Y C1) 82) pols) 
Sy 52 


这 就 是 (1.2.14) 式 的 条 件 P2. 
相仿 地 可 知 ， 若 地 图 M = M UM, 使 得 M Me = x, 即 一 
个 节点 ， 则 有 
P(M) = x Ps) PUMA). 


由 此 ， 以 及 P(L) 20, 当 工 为 环 地 图 时 ， 训 得 任何 地 图 M 只 要 有 
3, WAA P(M)= 0. | 

AH e 非 环 , (AHI, 由 于 这 时 所 有 支撑 子 图 可 分 为 二 类 :, & 
e 与 不 含 e 前 者 组 成 了 Mee 的 所 有 支撑 子 图 和 后 者 组 成 M — e 
的 所 有 支撑 子 图 ， 但 注意 到 对 前 者 的 任意 子 图 S, WA S-e 为 
M -—e 中 之 子 图 . 并 且 给 出 了 与 M —e 中 支撑 子 图 的 1-1 对 应 . 然 
这 时 ，a1(5) = on(S— e) - 1; po(S) = po(S —e)—1. WH (1.2.15) 
a, A 

P(M) = (-1)A7'| P(M — e) + P(M — e) 
= (1 — A)P(M - e). 


3 e 既 非 环 又 非 制 边 ， 同 样 将 M 中 的 支撑 子 图 分 二 类 ， Fe 
与 不 会 e fb. 对 前 者 ，51 与 Sy se 给 出 了 与 M se PRETEW 
1-1 对 应 ,但 这 时 ，a(51) =oí(Sise)+1 和 po(51) = po( Si ee). 
对 后 者 ，S2 与 5; 一 e 给 出 了 与 M —e 中 支撑 子 图 的 1-1 对 应 . 并 
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` H, ei(S2) = en (82 — e), po(S2) = po(S2 — e). 从 而 ， 由 (1.2.15) 
式 有 P(M) = (-1)P(M ee) + P(M — e) 
= P(M —e) - P(M a e). 
综 上 所 述 ， 由 (1.2.14) ARE, (1.2.15) Ase PCM) 就 是 


地 图 M 的 色 多 项 式 ， h 
一 个 地 图 好 的 流 多 项 式 ,用 F(M) 表示 ， 由 如 下 的 递归 关系 
确定 ， — F(M — e) + F(M ee), 
当 e 既 非 环 又 非 割 边 ; 
F(M) = (1.2.16) 
(A  1)FUM ee), ef; 
0, Mes, 
且 满足 条 件 


Fi. # M 为 节点 地 图 则 F(M) = 1. 

F2. 车 M = M UM, 使 得 MOM, 至 多 有 一 个 节点 但 无 
ih, JU FOAM) = F(M,)F(M.:). 

定理 1.2.8 地 图 M 的 流 多 项 式 有 如 下 的 形式 


F(M;A) = (-1) G8 DPS). (1.2.17) 
s 


UPS GR M 的 所 有 支撑 子 图 ，ad 和 pi DAERAH BR. 
证 首先 ， 看 杆 地 图 Lo. 由 (1.2.17) 式 ， 有 
F(Lo; 4) = CI (1+(-1)) 2 o. 


对 于 节点 地 图 6, 从 (1.2.17) K, WUE,  F(0) —0. 这 
就 是 (1.2.17) 的 条 件 F1. 

# M = M, + M; dE Min M; 至 多 有 一 个 节点 ， 但 无 边 , 则 
由 于 G(M) 的 任何 一 个 支撑 子 图 S 均 有 形式 5S = SUS; HAS = 
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Mın 8 A S; = MNS, B o (M) = e1(Mi) + o (M), oi(5) = 
e1(51) + 05(82) 和 (S) = pi (S) + pi (Sz), 从 (1.217) 式 ， 可 得 
F(M) = F(Mi)F(M3). 这 就 是 (1.2.16) 式 的 条 件 F2. 

由 第 一 个 结论 以 及 最 后 一 个 结论 ， 对 任何 有 制 边 的 地 图 ， 由 
(1.2.17) 式 均 导致 F(M) = 0. 

E e FULDE, BM 的 子 图 分 为 二 类 , Ae 55382 e. 设 
51 AWA, 网 S ee 恰 为 相应 M »e P2FH. 热 这 时 , 有 ols) = 
(S$, 0e}+1, pi(S:) = Dll5iee) 十 1, BK o (M) = o, (M ee)+1. 
H (1.2.17), 此 情形 在 FIM) 中 贡献 为 (—1)(—1)AF(M ee). W S; 
为 后 者 ， S 本 身 训 是 Mee 中 之 子 图 ， 从 而 ， o:(S2) 和 pi(52) 
OE. 考虑 到 ar (M) = oafM ee), IH (12.17) 此 情形 对 FUM) 的 
AMA (-1)P(M s e). BLOM. W F(M) = (A-1)F(M e e). 
Ék, H (12.17) 给 出 的 F(M) 满足 关系 [1.2.16). 

7$ e GARR NAM, TR S, 和 S, 分 别 为 G(M) HA e 和 
A e 的 子 图 . 由 于 这 时 


ma (M)= a(M ~e)+1=a1(M ee) +1; 
o1($1) = e1($1 — e), pi( St) = m($1 — e); 


o1(83) = o: (S2 e e) + 1, $1(52) = m (S; e e), 


即 得 (1.2.17) 式 的 F(M) = F(M ee) — F(M — e). 这 就 是 (1.2.16) 


A. HE 1.24 , 即 可 得 定理 . h 
S1.3 计数 函数 


给 定 一 个 地 图 的 集合 M, & N = (mili > 1} 为 地 图 上 的 一 
些 组 合 不 变量 的 集合 . 即 若 二 地 图 M. 和 Mz 同 构 ， 则 n (M) = 
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x, (Ms), i > 1. 引进 函数 
omy = M, ye), (1.3.1) 


MEM 
并 称 之 为 地 图 集 M 对 不 变量 集 N = (ndi > 1} 的 Tik s 3k. 其 
t, oy = (ynya), M) = (n (M) n; (MD), -) 和 


gi] M = TT yO. (1.3.2) 
i21 


因为 它 可 以 宕 示 为 


gay) = | Y, 1| Y Amy’ (1.3.3) 


n>0 n20 


n(M)-n 
MEM 


其 中 Aman) 为 使 得 n(M) = n( 9) 的 AT 中 不 同 构 的 地 图 M 的 
数目 ， 

车 两 个 地 图 的 集合 MMM, 无 公共 元 ， 则 它们 的 计数 函数 
之 和 为 


(gm, + amay) = 3 (Am + Ana )(n)y®, (1.3.4) 


其 中 
(Am, + Ar Yn) = Am (n) + Au (n). (1.3.5) 


定理 1.3.1. 对 任何 二 地 图 集 MI 和 MS, 
gy) = (gms + gma — 9 MY), (1.3.6) 
其 中 M = Ma U Ma fu N = Mi A Ma. 


证 国 为 对 任何 给 定 的 了 之 0, BRES Am = (Am tAm- 
Ann). BiR (1.3.1) 式 ， 即 得 定理 . h 
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二 地 图 集 AA, 和 Mo 的 AR 定义 为 
Mi x 人 ta = (Odi, Mo) YM € Mi, M; € Mo}. (1.3.7) 


其 中 ， 规 定 (Mi, M.) = (Ma, Mi). 

一 个 地 图 的 集合 M, 若 存在 一 个 双 射 了 : M — Mi x Mb, 
则 称 A 为 M1 和 Ma 的 合成 . 

二 个 计数 函数 gus (u) 和 as (y). IRB, H aua xoa D. 
指 Mi 与 M: 的 合成 之 计数 函数 ， 即 


gaa(y) = 3 Av (n). (1.3.8) 
n20 
Rm, 
Am(e)= Y, Am (m)Am qu). (1.3.9) 
re 


定理 1.5.2 X T — 3E £ M, gu) = 2x9 (y) 4, E 
Ru, MBM, 与 M2 的 台 成 ， 


证 由 于 可 以 验证 (13.9) 式 成 立 当 ， 且 仅 当 ， At AA 与 
Ma 之 合成 ， 定 理 如 被 导出 . q 
将 微分 算 子 定义 为 


(1.3.10) 


并 用 OFF RE v RBA HBR fy) 的 y^ 项 之 系数 ， 
2M 1.3.3 ”对 于 形 如 (1.3.8) 式 的 计数 函数 gu (y), 有 


nd 
By IM = pniA (n + 1), (1.3.11) 


其 中 n2z0,i-(111,.--) 
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证 因为 对 任何 了 > 1, 


Sag = na AA (E 13), (1.3.12) 
Herp 1; = (0,0,-…,0,1;,0,…),1; 表示 在 1 中 第 了 个 分 量 为 1, 由 
(1.3.10) 式 即 得 定理 . ' 


BR, REET 就 是 微分 算 子 之 道 ， 
定理 1.3.4 对 于 形 如 (13.8) 式 的 计数 函数 uly), 有 
o f gmay = Aw -1) (1.3.13) 
HY n> 11 = (1,1,1,---). I 
证 与 定理 证 明 相 仿 地 ， 因 为 对 任何 了 之 1, 
0 [aq = Amla- 1), (1.3.14) 


EA ASE BET: f ac YP e gr. t 

对 于 地 图 M, E n (M) 是 次 为 E 5652 H. > 1, 则 
称 相应 计数 函数 依赖 a. 若 n (M) 表示 次 为 的 面 的 数目 ， 
HUE ROR ESI. 

为 了 计数 地 图 集 M, 首先 应 考虑 带 和 根 的 情形 ， 因 此 ， 如 无 特 
别 说 明 ， 以 后 凡 提 及 地 图 之 集合， 其 中 之 地 图 均 指 是 带 模 的 ， 如 
81.1 中 所 示 ， 只 要 这 种 情形 给 出 了 计数 ， 对 无 根 的 情形 从 考察 他 
们 的 自 局 构 群 即 可 导出 . 

SM Ah RH EDS M 中 的 一 个 地 图 ， 其 根 为 "， 与 r X 
联 的 边 ( 即 根 边 ), ORM) 和 节点 ( 根 节点 ) SHE er f. 和 vr. 
记 AM) 和 m (MT) 分 别 是 M 中 根 节点 的 次 和 次 为 i 1) 的 
非 根 节点 的 数目 ， 相 仿 地 ， 记 (MT) 和 m; (M) 分 别 是 M" ARR 
的 次 和 次 为 jj 之 1 的 非 根 面 的 数目 ， 则 ， 下 面 的 函数 


gulen = YD pan, 
MEME 
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fr (2:Y) = > z(M)ym(M) (1.3.15) 
MEME 
分 别 为 依 节 点 前 分 ， 面 前 分 的 PART ZS M. 
因为 依 节 点 或 面 砷 分 的 计数 西数 通常 十 分 复杂 ， 这 就 不 能 不 
内 研究 它们 的 一 些 特殊 情形 入 手 ， 下 面 仅 举 几 个 例子 ， 
BRA yi — y, š> 1, Mid 


Va (z,y) = Ra(zi 7) = D> c700y700, (1.3.16) 
MEM 


其 中 


i21 (1.3.17) 
Ym; (M), 34 hm = fa 
íi» 
或 者 说 ， 根 据 ha 来 自 依 节点 前 分 与 面前 分 计数 函数 M) 分 别 
A M 的 非 根 节点 数 与 非 根 面 数 和 mLM) 分别 为 根 节 点 的 次 
与 根 面 的 次 . 
车 用 代 换 y = V, i> 1, 则 记 


mlz, y) = ha(zV/ Vi VM er) , 
= gni aw) (1.3.18 
2x. 


Y n (M), 35 hm = gui 
n(M) = | 


EP (M) = 


5 («a5 + Y mi (D) 当 hm = gmi 
i21 (1.3.19) 
z (00) + > in(M)) 当 ha f. 

jx 


不 管 hm E B k XR ER i aR, (M) 均 为 
地 图 M 的 边 数 . 
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¥ yi = vbin, bie X Kronecker ff &, š > 1, 和 为 预先 给 定 
fX Mi 
AS? (zy) = haa(2:0,-4,0,9,0,--) 
= 3 aman ymin, (1.3.20) 
MEM 
其 中 ， 根 据 hm KA gu 和 fu  m(M) 分 别 为 地 图 M 的 根 节点 
次 和 根 面 的 次 ， mkfM) 分 别 为 非 根 节点 数 和 非 根 面 数 ， 并 且 ， 分 
别称 这 时 的 M 为 节点 和 面 的 近 k- E N] 地 图 . 也 就 是 说 , 在 M 中 
分 别 似 有 根 节点 的 次 和 根 面 的 次 可 能 不 是 k. 


81.4 MRS 


对 于 给 定 的 一 个 地 图 集合 ， 令 HMA 为 一 个 由 对 € M f 
EMU AHKERNSMA. ENAK 
ha (@;z, i) = Y e(M)s AD yer), (1.4.1) 
MEM 
其 中 mM) 为 根 节 点 的 次 ， SOBRE CRI = (liis), (M) 是 
次 为 i 的 非 根 节 点 数 ， 或 非 根 面 数 ，; 之 1. 当然 ，{m(M),HM)} 
为 地 图 的 组 合 不 变量 的 一 个 集合 . 
XH, hml) = ha(Diz, y) 被 称 为 理 -和 函数 . HS = P(M), 
或 Q0ah), 即 地 图 的 色 多 项 式 ,或 范 色 多 项 式 , 则 它 还 被 称 为 色 和 ， 
或 范 色 和 . 一 般 地 ， 统 称 为 ie, 或 广 和 . 当量 取 为 常数 ,特别 是 
1, %- 和 二 数 就 变 成 了 相应 地 图 的 计数 画 数 . 
对 一 个 地 图 和 桌 上 梵 和 的 研究 ， 基 本 上 限制 在 考虑 有 一 个 或 二 
个 未 定 元 之 情形 ， 特 别 是 如 $1.3 中 所 提 到 的 那些 情形 . 
因为 这 些 明 数 属 于 系数 在 验 数 或 多 项 式 环 上 的 帘 级 数 环 ， 而 
且 那 些 在 相应 的 环 中 ， 有 平方 根 的 尤为 重要 ， 这 就 不 能 不 研究 一 
个 级 数 在 同一 环 中 有 平方 根 之 条 件 . 
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令 R 为 一 个 环 ， 系 数 在 R 中 的 以 z 为 未 定 的 多 项 式 环 和 种 
级 数 环 分 别 记 为 Riz] 和 R(r). 车 有 二 个 或 更 多 未 定 元 ， 总 假设 
存在 结合 性 ， 例 如 ， (z)[y] AA y 为 未 定 元 的 多 项 式 环 ， 这 些 


多 项 式 的 系数 来 自 以 z 为 未 定 元 的 等 级 数 环 R{z}. 


设 工 为 一 个 特征 为 0 的 域 .考虑 到 和 式 的 一 些 基本 原则 ， 就 


可 以 看 出 


Tii y) 
£c ( ) c F{z}{y}, 
Faiz, y) 
其 中 Fi(z,y) 和 Falz y) 分 别 表示 以 下 的 链 : 
Fiz] c Z (z) c Fiz)ul c Z[z] (z); 
Fly] c F{y} c Z(yyËz] c Fz}. 
往 下 ， 常 简 记 
F(zMy] = Fizy]; Flute} = Flys}; 
F{x}{y} = Fizy} 
MF fe F{zy}, W f Paty" 的 系数 为 
Finn = Org) f. 
其 中 ， m,n > 0. 
引 理 1.4.1 *hei+yF{zy}. WA 


(i) FA}, Vh eltyr{r,y)}; 
(ii) Ao? 和 YZF 均 为 唯一 的 ; 


(ii) k € 1+ ryF ly, z) => ht, Vh € 1 + eyF|y z). 


(1.4.2) 


(1.4.3) 


(1.4.4) 
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证 AHAheE1l+yF {ay}, Fh=1l+yR, RE Fizy} 事实 
E, 
h^ (gR) = 》 (—uB):; 


i120 


EN i x 1) (24)! PER, ` 

= MyR) - 1+ > 1): Tl “ — u RYT, (1.4.5) 
易 验 证 ， A= h-l(yR), Vh = V h(yR) 均 属 于 1+yF{z,y}-. m B, 
通过 在 下 二 式 中 比较 ziyi,i,j 之 0, 的 系数 可 知 ， 它 们 是 唯一 的 ， 


(1+ gyB)h HYR) = 1; (/h(yR)y? = 14 yR. 


这 就 得 到 了 前 二 个 结论 . 

HT h € 1+ zu7Z[u,z], E h = 1+=yR', R € Fiye} dt 
而 , H (1.4.5) HF y 40 R OSA zy AR RSH, RI, 在 
h^ (zyR') 和 V/h(zyR) P, ri > 0, 的 系数 均 不 过 是 中 有 
限 个 多 项 式 之 积 的 有 限 和 ， 从 而 ho, vhe 1+ cyFly,c}. 这 就 是 
最 后 一 个 结论 . ü 


3142 ^ hclc-yFiz,y] 则 六 有 如 下 之 因子 分 解 式 ， 


h = II (a 一 ay)” + eyH;), (1.4.6) 


O<i<h 


APR A-PEABH, a9 二 0,a1,G2,…,ax BF P Z-T dB E 
AK, GA-REBRR H, 为 Flay) 中 次 低 于 q 的 多 项 式 i = 
0,1,--.,k. 


WE 参见 [Wae1] 中 相仿 的 引 理 . h 


SJ 1.4.3 4 hel yis) A (14.6) 形式 的 因子 分 解 式 
= (1 +zuHo) h. 则 ， 如 下 的 说 法 是 等 价 的 ， 
G) h Æ Fiye} FRED RR, 
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(i) g 在 Flys} 中 有 平方 根 ， 
(ñi) g 在 F{a,y] 中 有 平方 根 ; 
(iv) h ADRA 


2 
h=(1+2yHo) [] (GQ - aan)" + ayG;) . 
1<i<k 
其 中 ， k, Ho, a1,02,: 7: Gk 35 3 K 5| 3 1.4.2 的 条 件 ， ri 为 一 个 正 
BH, G X Firs) FART r t$ K X. 1=1,2,---,k, 和 当 
k=0 BR, X [] 被 定义 为 1. 


WE (iv)==(i. 3 k=0,g=1 h}, RBE. $ k> 0. 由 引 理 
14.1(ii),1 + zyHo Æ 1 二 zyF|y,x} 中 有 一 个 平方 根 . 即 ， 得 (i). 

(==> (i). HT 1+ zyHo 的 平方 根 在 14+ zy yc} TE, J 
(1) 即 得 (ii). 

(i)— Gü}. i 2 =g, 2€ Z lg, z]. M, gis 1.42, 有 


t(0.4* = 9(0,y) = [I 0-a). 
1<i<k 
由 在 Z f, ATE Fly] 中 ， 因 子 分 解 的 唯一 性 可 知 ， r; = gs/2 
为 一 个 整数 ， i- 1,2,+++,k, 这 就 有 


(0.9) =+ [| C- e. (1.4.7) 
1<í<k 
然而 ， t 总 有 形式 utay tty 使 得 7 一 igisk Tue Fia, y]. 它 的 
KA r Ave Flir} v= Dm>0 Vmy™, 其 中 Vn € Fe} m > 
0. 则 


g=t2 = u? 4 dey ty + 2242172, (1.4.8) 


由 式 (1.4.7), uP y^ BIN U, SEB. AR U., 比较 式 (14.8) 
两 边 v? 的 系数 得 0 = 0+2zU,Vo +0. 因为 F(z) 还 为 整 域 ， 即 
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A, B Z 0 — AB 4 0, Tj V, = 0. 进而 ,再 比较 yl ar + 2, 的 系 
f, X RSV, = 0, m > 1. 这 就 意味 ,9 在 Fir y) 中 有 平方 根 . 

(iü)=—>(iv). 由 于 t(z,0) = g(z,0) = h(z,0) = 1 ff t = u € 
F{z, y], 从 引 理 1.4.2, 有 


t=+ [T (G- p) + zyG, 


1<i<k 
其 中 G, e F(z,y), 它 的 次 小 于 ri, -12,---.k. 从 而 ， 有 Gv). h 


下 面 的 定理 给 出 了 Ff{z,yl 中 的 一 个 级 数 在 F {x,y} m Z u, z) 
中 有 平方 根 的 表征 . 


定理 1.4.1(Brown,1965) hE F{x,y]. BJ h (zyb( X 
Fyr) 中 一 级 数 之 平方 当 , BUY, HB X Pg 使 得 f e (zy 
CX Z[g,z)) ff g € 1+ yFiz, yb ( € 1 + zuZ (z, g). 


证 参见 [Brol]. h 
现在 ， 可 以 看 一 看 如 下 的 二 次 方程 
z + Piz + P3 = 0. (1.4.9) 
BH, Pae F{z yR Fizy) 为 已 知 的 ， 记 
A = PP — 4P;. (1.4.10) 


BR, HH (1.19) 式 的 3430 X. 

定理 1.4.2 ££ (14.9) X Fla, yK Fish 中 有 一 解 当 ， 
AH, A 在 Z[=,y(% Fly,c}) 中 有 一 个 平方 根 . 

证 因为 方程 (149) 式 可 改写 为 (z + 3P,2 +P- iP = 0 
或 等 价 地 ， 


1, 1 
(z+ šP) = 1^ (1.4.11) 
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这 就 意味 ， z E Fizy (E Flr} 4, ERA, VA E y) 
(或 Fly,c}). 即 得 定理 . h 


结合 上 二 定理 141-2 即 可 知 ， 方 程 (1.49) 有 一 个 解 z € 
Fir y} (I Z |u,z)) 当 ， 且 仅 当 ， A = Fg HA f € Fie yk 
Z[u,z)) fl g = 1-- yF iz, y] (E 1 + zy (z, y]). 


B1.5 Lagrange 反 演 


对 一 个 特征 为 0 的 环 R, 令 CIS 2} 为 由 Laurent AR 所 组 
成 的 环 ， 即 对 任何 f ELR r} zti <0 的 项 是 有 限 的 . TH, di 


V(f) = min(i | [z] f # 0), 


其 中 jf 表示 在 f 中 zi 项 之 系数 通常， V(/f) > 0. 有 时 ， 更 
一 般 地 ，T( 月 < oo. 这 时 ， 将 RAE X T 扩充 到 允许 V(/) < 0 Z 


情形 如 下 ， 
1d 
ETE 1 ; = 0; 
oi = d dz* z-Ü is (1.5.1) 
gi e=: i < 0. 
也 就 是 说 ， 


8; = ef. (1.5.2) 
3m 15.1. ate f ELR} Vif) < o0, 有 
az} t4 - 0, (1.5.3) 


其 中 B51 MK (1.5.1) 中 的 OM i=l 时 的 情形 . 
证 因为 z AKER SR RSE oo, 即 得 引 理 . h 


$1.5 Lagrange 5 is 29 


引 理 1.5.2. x f£ f£ f,g c Fir} V(£),V(g) < oo, 有 


_, fdf _ dg 
8,! (Fo) = —ð7! (r2) . (1.5.4) 
证 由 于 (fa) = Sto jde, 从 引 理 1.5.1, BTA (1.5.4) 
x. | 


引 理 1.5.3 x T fore C[R:zY,V(f)= k < co,V(r)= a > 0, 


有 
ob; = at (soi). (1.5.5) 


证 由 系数 算 子 的 线性 性 ， 只 需 讨 论 了 = =",n > V (T), 的 情 
JÉ. 这 时 ， 依 引 理 1.5.2, 有 


az! (eta) = nó! (^) . 


BI, 


-1 f Adr po-tdlog7 
a (s E)» s dz 
因为 > = z“h 使 得 h(0) 40, 有 
dlogr — .,, dlogh 
dz € + dz C 
由 引 理 1.5.1, 即 可 得 


ay? (mw) = a07!z^! = að; f. 
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引 理 得 证 . ü 
定理 1.5.1 3 z = té(z),é(z) € R{z}, 60) Z 0, 则 对 任何 
f EL{R;z}, V(f) 2 0, 有 
d 
Br 了 一 E (eZ) . (1.5.6) 


Xt, n21 


证 HH 9(0) Z 0,671 (z) 存在 有 t= mé (2). 然而 ， 注 意 
A apf =O (( 09007). 从 7 全 =1=a>0 和 引 理 1.5.3, 有 
一 n — A- -i[n dt _ 1 _ d -n 
ar einen py = az? (remp a (S>). 
BUT t= 267 (2), 利用 引 理 152, 得 


— (907 -1 f and Y _ ani f L df 
(E) = 8 ne) m (eg). 


综 上 所 述 ， 即 得 定理 . 


推论 1.5.1 # z = tó(z), o(0) Z 0, MME f E L{R my, 
V(f) > 0, 有 


n 4n-1 
f&) = 0) 32 5 s GES (1.5.7) 
位 之 1 


z-0 


KY, n21. E, OP- f(0). 


证 H+ V(f) > 0, 有 (02 了 的 常数 项 X n > 1, H 
(1.5.1) RA (1.5.6) 式 ， 有 


1 1 — d'"!/,,.df 
m5 = Vg pases (as) |, 


这 就 得 到 了 (1.5.7) =. 
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zm 1.5.4 4 z = at té(z) d(a) Z 0. 则 对 任何 f(z) € 

L{R z}, 有 
OP f= ppc} (or) (1.5.8) 


证 Ay=z—a. W y = té(y+ a). HEB 15.1, An > 1, 


d 
opt = Lana (ow + a5) 


— lam- f go df 

-i (of). 

从 而 ， 引 理 得 证 . 
推论 1.5.2 4 r = a + tole), $(0) Z 0， 则 对 任何 f(z) € 

LER x}. Vf) > 0, 有 


"TEENS (naL) (1.5.9) 


nldzn-l 


Xv, n»1fX9NSX F(a). 


f(a). 3 n > 1 时， 由 引 理 1.5.4 有 


n 1 d"! f adf 
Bef = TE 1) dz"- (s Z) s= 
这 就 是 所 证 之 结论 . h 


为 了 将 上 述 结 果 , 推 广 到 多 个 不 定 元 之 傅 形 , 先 引进 一 些 记 号 . 
Ay z = (apt Em) 为 一 个 mM WE, m > 1, 它 的 每 个 分 量 
均 为 不 定 元 和 k = (ki, ka,… k.) SEE ZE EE sË 中 zi M 
Ah, m > í > 1. 对 于 f(zh alh gle) € £1 和 Rj}, 令 
V(g = (Vigi zi) c V (gi ma D), 其 中 


V(g;,z;) = min(1|8]_ g; z 0), (1.5.10) 
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j=1,2,--+,m. 进而 ， 利用 


‘leno | (1.5.11) 


ANN 
成 


Ef = [四 了 (1.5.12) 


车 giz) € LAR; z},g = (91,92.°° ' iUm) # z = (3,22, £m]: 


则 行列 式 ; ; 
2). oti 
det (3) - det ( — ss 


被 称 为 g 的 Jacobi $. HH, Al J(g) 表示 . 

引 理 1.5.5 对 于 函数 giz) € Cz), $ Vig) = (m c, 
Pm) = p, UR glz) = azPh(z) 使 得 h(0) = 1 fr a Z 0. 则 对 任何 整 
# k, Hoa) ale) = 


= | 二 一 一 z)],S3 k -—1; 
8z; Vk + 19 tz) z (1.5.13) 
5 0 = 

zj T z; log Mz), 当 k = ~]. 
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BM, BI k = 一 1, 因为 


8 0 
—1 一 “一 1 一 pp 一 1 P 
g (z) Bz, 92) =a z fh (23. azPh(z) 


即 得 引 理 ， 


ü 


3H 1.5.6 A k.L.p.1 < ¿< m, EXE m- 向 量 ， 则 行列 式 


Gelz) = det Ad, 


= | Bi B (L. kozk 
Ai = Ë 到 —1 e? 5 aill, kz J ， 
具有 如 下 的 展开 式 


Gk (z) = 5 Y > As, 


0<tSm R Na Lond 


"la, 


其 中 


Á; = G(t; P, L k) 7, 


P = (P), L = (hy), 和 


t 
G(t; P, L, k) = (det B) [J ao. (ls,, kan) 


A-—1 
使 得 B = (b;;), 


Pijôki -1 4 š € Nm — N; 
Liz, 4 ic N, 


bij = 


(1.5.14) 


(1.5.15) 


(1.5.16) 


(1.5.17) 
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Nm = {1,2,:--,m}, # Ñ = N, = Ío1,93,:-:, ae}. 
ik 由 Ai 中 每 一 行 上 的 多 重 线 性 性 ， 有 
Gilz)= Y. det(Au(a)), 


RC X, 


其 中 
LET M í € Nm — W 
Aij(a) = | 


了 
Y aL kaz, ien. 
Lo 


进而 ， 对 每 行 i EN 线性 展开 ， 即 得 


17) X. 


引 理 1.5.7 4 f(z) € LÒ% z}, fe V(g) = p; = (b, 


20XA4 A H p. Z 0,1 < í < m, 财 有 
det P[z 1)/(z) = [z 2] (f(g)J(9)) , 
其 中 Jig) 为 g 的 Jacobi B£. 


b 


BS) 


(1.5.18) 


证 Hl <: < mV(g) =p, 20 #l p £05, Jf(g(z)) € 


C(R;z) FE.  f(z) = 3, Fkt € C{Riz}. 则 ， 有 
EA(F@I@) = lz AL FH HI) 


= DF) [z-*]Gx (2), 


si; Gk(z) = det (a RI) . 


(1.5.19) 
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记 gi(z) = eizE«hu(z) 使 得 hil = Í Ma Z 1, 1 < i < m. 这 时 ， 
E 9| 38 1.5.5, Gx(z) 具有 (1.5.14) 式 之 形式 ， 使 得 


1 k+l 
(z), ki Z —1; 
ifla ki a= ka 1s 
deat yd [gu VPN 


HP L (hays slim). 用 引 理 1.5.6, 可 知 当 LL th, = 0 
Bj, RE t= 0 才 使 dettB) 可 能 非 0. 从 而 ， 使 [z-1jGa(z) 可 能 
非 0. 然而 ， 当 t=0 时， 有 


det B = (det P) [[ 5a = [2 HGe(z) 


14a m 
再 由 (1519) X, NU 
(271) (f(g)J(g)) = FU) det P = det Piz“ *) f(z). 
引 理 得 证 . h 
AMET 5 1.5.5-7, 就 可 导出 Lagrange 反 演 的 多 变 元 的 形式 . 


定理 15.2 4 f c C[%9;z), 和 plr) Pmi) € Re}, 
é, (0) É 0, i= 1,2,:  - ,m. L4 Ti = tiói(z), i= 1,2,---,m. RÍ, 
# 


otf = aE( Fast) Aq). (1.5.20) 
其 中 9 
A(z) = det g - s0 2) (1.5.21) 


证 用 与 单 变 元 情形 相仿 的 讨论 可 知 ， 存 在 唯一 的 一 个 级 数 
m (t) € R(t) ER z; = tiplz), = 1,2,---,m. 由 于 detP = 
det(V(£&)7,..-, V(t,)T) = det Im = 1, 其 中 "AGREE, 
考虑 到 HFE) = [t 3t 67D f(z), 用 引 理 1.5.7 可 得 


= 2 f (z) Ha 6070). 
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然而 ， 
J(t) = det (sec t (z) — z ç C 

通过 从 等 行 中 提取 ó; (2) 

= $ ig) det (ss ~ 230; ! (z) 5). (1.5.22) 
联合 (1.5.21) RA (1.5.22) 式 ， 即 得 

Ef = |z] f(z)éF(z) det @ 一 z, ór eae) ' 

这 就 是 (1.5.20) 5f. ; 


自然 ， 取 只 有 一 个 变 元 的 特殊 情形 时 ， 从 定理 1.5.2 直接 导致 
定理 1.5.1， 然 而 ， 之 所 以 将 定理 1.5.1 还 单独 列 出 是 为 了 利用 方 
便 ， 同 时， 也 易于 理解 如 何 从 单元 变量 到 多 变量 的 发 展 . 


推论 1.5.3 > o(z) € R(z) 和 ói(z) € R{z},4:(0) # 0,2 = 
1,2,---,m,z = (21,22, Em). L4 Ti = tidi(z),i = 1,2,-++,m. 
则 ， 有 


k g(z) 
OE AG ) 8Éo(z)ó (z), (1.5.23) 
其 中 A(z) 为 由 (15.21) 式 给 出 的 . 


证 AANT t = vid; (x), 1<si < m, A(0) =1 * 0, A71 (a) 
存在 且 唯 一 . 进而 ， 有 f(z) = A (egle) € Riz} c L{R zc}. 由 
定理 1.5.2, 即 得 欲 证 . ü 


$16 HK iz 


4 f(y) € Riu), HP y = (nit, 为 一 个 函数 ， 上 且 


V(f,i) 20, 81,2, 
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现在 引进 一 个 变换 ， [: 9 o wienn 并 约定 如 = 
1 = Yo. d 
由 于 人 是 一 个 从 函数 空间 F, CHEA RET DERE: 
ZAV, EDEA (yoga vac c) 就 称 之 为 ABZ, Bl, Blissard 
X3 对 任何 
= Y aug, í = 1,2, 
jiz9 


易 验 证 


[htm= Listan) [ v 


320 


= » aij + > as; 


j20 720 


= fut fo 
Y Y 


m, KERR. 
一 1 . 
psi f ma, gx f so, i= L2, 并 有 的 


定 和 =: 有 时 ， 也 简 记 加 = L 但 ， 这 时 的 工 表示 V 中 的 
y 
一 个 特殊 向 量 . 

两 个 线性 算 子 ， 它 们 分 别称 为 £ 和 右 投影 并 分 别 用 9, 和 
9, 表示 ， 在 空间 V 上 定义 如 下 : WR u= D» ü,y; € Y. JII 


Gu = "G + 1lja;+13;i 
320 


1 
Rv = > js 


izi 


(1.6.1) 


换言之 ， 若 将 ys 袖 为 所 有 分 景 除 第 1 个 为 1 AWA 0, ¿ > 0, 则 与 
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Sy 和 R, 相应 的 矩阵 分 别 为 


0 1 0 0 
0 2 
. 0 . 
L=] .0 .[k-1 (1.6.2a) 
k 
0 
Ü 
和 
0 1 0 ， | 0 
. 0 i . - 
+. 0- . 
RT= | ， 00 k — 1. (1.6.2b) 
， ic 
, D. 
0 
易 验 证 


I gt 0 
m (1 f ).m-(2 


) , (1.6.3) 
Km, 7 为 单位 阵 和 T 表示 转 置 运算 ， 


一 1 
定理 1.6.1 对 任何 v = vln) € V, > fly) = f v. 
vy 
mi, A 


- IS 


£ fy) = Í Ev OE / CR. (1.6.4) 
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证 通过 比较 每 式 两 这 同类 项 之 系数 ， 即 可 验证 此 定理 . 1 


若 fey) 为 两 类 变量 之 函数 ， 且 设 f(z,y) e Vizy) 即 双 线 
性 空间 ， 则 易 验 证 


[ f fig = r [ fizy). (1.6.5) 


这 就 可 用 Fizy) 表示 用 (1.6.5) 式 给 出 之 函数 . 反之 , 对 于 Fn) 
€ R(s y), 有 

m,y) = Fí(z,y), 1.6.6 

Hay) i (zv) (1.6.6) 


因为 Í & f 也 是 可 交换 的 


4 f(z) € Rz). 对 z, 在 f 上 有 两 个 算 子 ， 将 在 后 文中 用 到 |. 
一 个 被 称 为 f 的 (2,y)- 22, BI 


4f = Ë) 9) e) 一 f W, (1.6.7) 
和 另 一 个 被 称 为 f 的 (y 差分 ， 即 
&, p M sf) (1.6.8) 
aia EAE, .6. 


35€ 1.6. 对 任何 函数 f{z) E Riz}, in f = f(z). 则 ， 有 
8. (zf) = zuós,, f. (1.6.9) 


证 由 二 算 子 ony 和 Usu 的 线性 性 ， 这 一 点 易 验 证 ， 只 需 讨 
论 f(z) = z", n > 0, HIB. ARAN, A 
_ yr" _ zQy^tl 


1 
Beuzi = beyt o m 


z™ — y” 
z—y 
= tyz yf- 


= zy = 了 bz yz" 
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这 就 是 欲 证 之 结论 . 
定理 1.6.2 s £dd fec R(z), 均 有 


22262, (2f) — 82, n (zf) = 27 y sa o (z f2). (1.6.10) 


证 由 (15.7) RA 11.6.8) 式 ， (1.6.10) 式 左边 为 
z^y? ((e? f(x?) — v? f? P — P- a) 
r? — y? 
zy (2 fh?) - Pf) 
H (1.6.7) 式 ， 这 就 是 (1.6.10) 式 之 右边 . b 


可 以 将 函数 了 视 为 有 根 地 图 集 W 上 的 计数 函数 hvw(z, 功 ,了 三 
(Yo. Y1, me 小 如 $1.3 Br, 还 记 


f hz, y) = Twizy) (1.6.11) 


使 得 4 y (u, w) = T y (uw, fw), 如 (1.3.18) 式 所 给 出 ， 但 这 时 不 
能 视 为 阴影 泛 函 的 逆 . 


81.7 渐 近 估计 


估计 特殊 函数 一 些 值 的 许多 结果 ， 可 用 来 研究 地 图 计数 中 的 
渐 近 行为 ， 这 里 ， 仅 简 述 二 类 最 重要 的 特殊 画 数 ， 其 一 是 工 $ 
#T(z), z € C, MERR. A 


T(z) = / u t*7le^tgt, (1.7.1) 


其 中 , 对 变数 z, 它 的 实 部 Re(z) > 0. 这 一 形式 被 称 为 Buler 积分 . 


81.7 产 近 估计 
因为 由 (1.7.1) RAT DEE, T ARERR 
T(z+1)= 2zI(z) 


使 得 T(1) = 1, 可 得 
T(z + 1)= zl. 


B z 为 实数 2 > 0 时 ， 有 
T(z) = VIT mt exp (s T =): 
其 中 0<e<1 
下 面 是 对 于 工 函数 值 的 估计 


I(az +b) ~ V27 e-**(az)e***- 5, 
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(1.7.2) 


(1.7.3) 


(1.7.4) 


(1.7.5) 


HA, Arge < ma 和 了 均 为 实数 且 a > 0. 这 个 式 子 也 被 称 为 


Stirling Z- A. 由 (1.7.5) X, A 
n! ~ V22e "nti, 


它 是 在 渐 近 估计 中 经 常用 到 的 . 
另 一 个 就 是 所 谓 ABIL Be, Bl 


F(a,b; e; z) = aF) (a, b; c; z) 


| T(e) < Tia tnin) a 
T'(a)T (b) b) 4 » T(e +m) EL 


其 中 a,b.e 为 参数 ， z 为 变数 ， 和 |z| = 1 AE. 
由 (1.7.7) xk, "TI 


F(a, b; e; z) = F(b,a;c; z). 


A), <a 和 ”是 对 称 药 . 


(1.7.6) 


(1.7.7) 


(1.7.8) 
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进而 ， 这 个 级 数 在 收 伍 轨 上， 具有 性 质 

1. 34 Re(c — a — b) < —1 MAHER; 

2. 34 Re(e — a — b) > 0 EF Sant hea, 

3. 4 —1 < Re(e —a —b) < 0 时 ， 但 不 包含 2 二 1 这 个 点 ， 条 
Er dir. 

有 二 种 祖 形 需 要 说 明 ， 

A. 4a BED) —n,n = 0,1,2,-.. , PF, 级 数 (1.7. 式 变 成 的 
n kh. 更 具体 地 ， 有 

F(-m,b;c;z) = >` = "E (1.7.9) 
0<n<m 

其 中 {zm = z(z + 1): - (z +m — 1), z = —m, b Re. 

B. 4 c= —m, m=0,1,2,---, fB a Mb JE SEE B. m < m 
时 ， 级 数 (1.7.7) REEL. Xj e= 一 m, 有 


(&)m iP) mat 


=~ F(a, b,c; z) = (m + 1)! 


Jm, p vi °) 
x21 Pia +m+ 1,b+ m+ l; + z; z). (1.7.10) 


下 面 ， 列 出 Gauss 级 数 的 一 些 基 本 情形 . 


F(1,1;2;2) = 27" In(1 — 2); 


F(, 1; 3; z2) = = lt (17); (1.7.11) 
F(a,b;b;iz) = (1 — z) ^ 
1 


F(~a,a; 1; sin? z) = cos(2az). 


对 z 的 一 些 特殊 值 ， 超 越 几何 级 数 有 较 简单 的 形式 ， 易 于 应 


l'(c)I(c — a — b) 


F(a,b;c; 1) = T(c — a (c - 5y' 


(1.7.12) 
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HH ce 4#0,-1,-2,---, A Rele- a — b) > 0; 


F(a,b;ia —b+1;-3) = 2-943 
x——dlüte-cb — 
T(1-- ja - E (5 + 3a)’ 
Kupica-bz0,-1,—-2,.; 


(1.7.13) 


F(a, 6; a — b + 2; —1) = 27951 (b _ ^ 
241 
r(lajr($ + 1a- b) 


1 


其 中 a-b+2¢0,-1,-2,--5 F(ab dat b+) = 


xr - 2)( 


14,1 1 

Tg + gat gb) 1.7.15 

TG + lapi + 3)’ (1.7.45) 
其 中 lat 36+ 3 #0, -,,-2, 5 F(a 1- a;b; 4) = 


21-br#T(6) 
Tja + l5) (1 + 5 — 1a) (1.7.16) 
其 中 bZ#0,-1,-2,..., F(a,3 +0; -2«-3) = 


(s) T(ST(i-29)' (1.7.17) 
Joh 2—22040,—1,—-2,--5 F(a} Tai + al) E 


Gya kan _ 
4/ T(G ie + ia) 


Hep $ +i 46,-1,-2,--5 


1 1 2 2 i z ， 
a T2 一 了 E = Za-f 
F(a, gat 3532 * gi* ) 226i 


(1.7.18) 
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x3-#ia+De "dor (1.7.19) 
其 中 jas-h-W-kWee 
最 后 ,解释 作为 浙 近 估计 结果 的 二 中 组 合 数 , 即 第 一 类 和 第 
二 类 Stirling 数 , 分 别 用 St 和 St RH. 它们 由 以 下 方程 所 确定 ; 


n(z)= Y stem, a" = Y SO), (a), (1.7.20) 


Daman Oommen 


HP Ke)= a(a — 1)... (z —1 + 1),1 =m, Bn. (1.7.20) 式 ， 有 


n-m 
a = EV. n—l-4 k n-m (m—n+h) 
Sin 2 1) MEM n—m-k 3 


k=0 
gu b (-1)"-* (e. (1.7.21) 
=m m > k 
它们 的 渐 近 行为 可 用 下 式 给 出 
(sei) ^J BG 当 m = o(In n), 
piata) ~ qur 3 n = o(m?), (1.7.22) 


其 中 ”= limn oo(1 十 二 十 … 十 去 十 也 mm] = 0.57721... 为 Euler # 
数 . 


$1.8 注 记 


1.8.1 如 今 所 知 ， 地 理 中 的 地 图 一 词 在 数学 中 第 一 次 作为 概 
念 出 现在 四 色 问 题 . 它 是 19 世纪 中 期 提出 的 [Liu2, Liue|. 多 面 形 
作为 地 图 的 组 合 表 示 蚌 由 Heffler 首次 发 现 的 [Hefl]. 这 也 是 在 19 
世纪 Edmonds 于 1960 年 提供 的 ， 则 为 其 对 偶 形 式 [Edmill. f& 
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而 , 如 81.1 中 的 代数 表示 的 利用 ， 只 是 近 20 年 来 的 事 (A [Liu24], 
[Liu35], [Liu53], [Tut35] 和 [Tut39]). 基于 拓扑 学 的 发 展 ， 地 图 的 理 
论 也 随 之 形成 与 完善 ， SEL, 地 图 的 分 类 就 是 尚 面 的 分 类 . 不 
过 ， 地 图 理论 之 重要 部 分 还 提供 了 图 论 新 的 深入 发 展 之 可 能 .这 
就 是 为 什么 仅 就 其 计数 理论 就 已 足够 形成 这 样 一 本 书 . 


1.8.2 虽然 在 $1.2 中 的 所 有 地 图 上 的 多 项 式 在 图 中 均 有 相应 
的 ， 这 里 强调 地 图 的 原因 是 它 在 地 图 计数 的 发 展 中 起 了 特殊 重要 
作用 [Liu40,Liu42,Lin44],[Liu48-9],[Liu56],Tut21-4],[Tut36-7]. 5 
外 ， 更 为 一 般 的 多 项 式 ， 如 (12.1-4) 式 在 [Liu59] 中 给 出 ， 也 是 
Jones 多 项 式 [Jon1| 与 括号 多 项 式 [Kaul] 的 推广 ， 它 们 全 是 拓扑 
学 中 纽 结 ， 或 更 一 般 地 ， 链 的 不 变量 . 并 且 , 已 被 表明 与 量子 场 论 
[Wit1] 和 统计 力学 有 密切 的 关系 [Baxl]. 


1.8.3 关于 形式 考级 数 ， 特 别 是 计数 函数 ， 读 者 也 许 会 看 到 
Golden 和 Jackson 的 书 [GoJl]. 那里 ， 提 供 了 多 种 应 用 并 且 给 出 
了 理论 解释 ， 

1.8.4 Lagrange 反 演 之 推广 ， 以 及 揭示 其 在 计数 和 排队 论 中 
之 应 用 ， 均 可 见 Good 的 文章 [Gool]. 然而， 严格 的 代数 基础 是 
Tutte 建立 的 [Tut30]. 


1.8.5 在 81.7 中 的 公式 可 见 [AbS1]. 有 关 特 殊 范 数 的 理论 方 
面 ， 以 及 与 群 表 示 论 的 关系 ， 参 阅 IWawl]. 


第 二 章 
树 地 图 


$2.1 平面 树 


一 个 平面 地 图 ， 若 它 的 基准 图 是 一 个 树 ， 则 称 之 为 平面 树 


定理 2.1.1 一 个 平面 籽 图 是 平面 树 当 ， 且 仅 当 ， 它 只 有 一 个 
面 . 

证 必要 性 . 设 M 是 一 个 平面 树 . 因为 其 基准 图 G(M) = 
(V,E) EW, CHR e= |E| =v— 1. Km, v—IV|. 由 定理 1.12 
XTOEESSUE, BH p = 0, I M # = — (u — 1) tA. 

RA. W M 是 一 个 平面 地 图 且 只 有 一 个 面 ， 由 定理 1.12, 
Al Euler 公式 ， 其 基准 图 G(M) BRA v 一 1 条 边 ， 由 公理 2 可 
$n, GIM) BEN. Mil, G(M) 是 一 个 树 . X, BAM 是 有 
一 个 面 ， 故 M 本 身 为 一 个 平面 树 GG. 


车 一 个 平面 树 是 有 根 的 ， 则 称 它 为 PARTE. 一 个 带 根 平 
面 树 ， 车 它 根 节点 的 次 为 1 则 称 之 为 ih. 
4 丁 是 所 有 带 根 平面 树 的 集合 ， 对 于 T < T, CHH, Rọ 
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点 ， 根 边 和 根 面 分 别 记 为 (T) o (D), e (7) 和 D). 对 任 二 地 图 
M 和 Mz, 它们 的 根 分 别 为 m = r(Mi) 和 ra = +(M;), 若 地 图 


M = Mi Ú Mo (2.1.1) 
使 得 MNM: = {vu} B 
t = Un = Vr (2.1.2) 


并 规定 M M 具有 相生 的 横 ， 根 节点 和 根 边 ， 但 它 的 根 面 为 
Mi 和 M; 的 根 面 fM) 和 f Ma) 的 合成 ， 则 称 这 种 从 M 和 
M; 到 M 的 运算 为 1- 加 法 , 简 记 为 


M = M+ Mb. (2.1.3) 
A, M 被 称 为 它们 的 1- 和 . 
进而 ， 对 任何 二 个 地 疼 的 集合 Mi 和 M, E 


MOMs: = {Mi +M YM: € Mi, VM; € M3) f (2.1.4) 


被 称 为 M 和 Me 的 1- 积 , 其 中 的 运算 被 称 为 LR. Adi = 
Mz = M, 则 可 写 为 
MOM = M®, (2.1.5) 


和 类 推 之 
Mok = ORL CAM. (2.1.6) 


引 理 2.1.1 + 下 为 所 有 根 节点 的 次 为 的 平面 科 的 集合 ， 
mj W > 1, 有 
T; =R. (2.1.7) 


48 -E A 地 m 
证 HEAT =(4,7)€% UTE, T. AER T 
有 相同 根 节点 的 极 大 植树 , B r(T,) = r(T),r(T;) = IAT) r(Ti) 
zn. 可 以 看 出 ， 
T=7,+To+---+7;. 
这 就 意味 ， TET. 


EŻ, # T e TŠ: 则 存在 一 个 i > 1 使 得 了 = Ti... 1T;, 
H 7T,j =1,---,4, BRS. BA vT) 由 循环 


(r3) 7(T2),- -,7(11)) 


所 确定 ， 故 它 的 次 为 i. 由 于 树 的 Ae, RATS. h 
因为 集合 了 可 以 表示 为 


T= STi 
i>0 
其 中 7o 为 仅 由 一 个 节点 地 图 6 组 成 ， 即 #8 被 视 为 退化 的 树 ， 由 
引 理 2.1.1, 就 有 
T = T+ TO. (2.1.8) 
i21 
对 于 一 个 带 根 地 图 M = (4,7), a = e (M) 为 它 的 根 边 . 
EM 上 将 a 收缩 为 一 个 节点 v! 得 地 图 M = M ea, 如 (1.1.5) 中 
所 示 . 其 中 ， 规 定 (M!) = Jagr(M). 
令 721=7 了 一 而 和 


T' = {T aalVT € 7:1]. (2.1.9) 


3133 2.1.2 对 (2.1.9) 给 出 的 7’, 有 


T = TOT. (2.1.10) 
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证 WE eT T [DL E P Hg BEL, vaht 
地 图 Lo = (X,(z)(ofz)) 通过 收缩 而 得 到 . BR, Loe TS To. 
由 于 可 以 看 作 4 =t, MVE TOT. 一 般 地 , HT’ = T ea, T € 
Toy. R T - a = T, +h 可 以 看 出 ，T = Ti. Mit, A 
T eToT. 

Rz,*TcToT MT =+. Wr =Tea $ 
H T 为 这 样 的 一 个 树 使 得 vr(T) = (er(T),w(Ti)) 和 ve (T) = 
(a8r(T),u (T>)),a = Kr(T). RAR, TA f(T) 辟 分 为 二 节 
点 s, (TY) 和 v.(T2) 且 添加 一 新 边 o 而 得 到 的 BA, vT) 的 次 
不 少 于 1 而 且 工 为 树 ， Am, Te Tor. RAET ET. h 


2083 2.1.3 4 本 (让 为 所 有 阶 为 i 的 萝 粮 平面 树 的 集合 ,i 过 
0. 则 在 T(n-—1)# Tn) ZF, f &—^ XU, n22. HB. 有 


IT(n — 1)| = [nn]. (2.1.11) 
证 对 于 了 = (4:7) ET (CK), 令 开 -0 为 从 工 中 去 掉 根 节点 
0= s,(T) = (r) 而 得 到 的 ， 其 中 ， 
vr(T — 0) = (Zofr,---,J apr) 


而 工 二 0 的 所 有 非 根 节点 均 与 TR. BR, T-0eT(n-1) 
且 ， 可 以 验证 ， 这 就 确定 了 T(n-1) 8 Ti(n) 之 间 的 一 个 双 射 。 4 


这 个 引 理 ， 可 以 在 讨论 一 般 平面 树 的 依 阶 计数 时 ， 只 研究 植 
树 而 不 失 一 般 性 . 

对 于 一 般 的 平面 树 了 = (Y, 7), 令 mT) 为 根 节点 的 次 ， 和 
ni(T),i 21, 为 次 是 i IER KA. ic 


Timin) = (T|m(T) = m, n(T) = n,T € TÍ, (2.1.12) 


其 中 n(T) = (n (T), nz (T), "t 2 和 n= (n1, ma， "t J 
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SUR 2.1.4 Ff Ek m > 1 和 ni 204 > 1, 有 


Tamma) = Y [rin i - zin e)l, (2.1.13) 
iz 


其 中 e= (einen "eg. hej = 1,j = 0, FM. 


WE 首先 , 对 任何 TE T> (min) 通过 收缩 根 边 a 可 得 唯一 的 
—^ T'-T.a. ET 中 ， 它 的 根 节点 的 次 为 m 十 i 一 2, XR EO 
与 根 边关 联 的 那个 非 根 节点 的 次 ，i 之 1, HT EK T ñ p — 4-1 
为 宇 的 非 很 节点 ， 从 而 ， T 为 (2.1.13) 右 端 集合 中 的 一 个 元 素 . 

tii, ug m»im:iolbDRuBEB n. MT’ e T(m + i — 
2;n — e;). H m = 1 VA ¿= 1. RAH, T ARB b mE. 
为 只 有 杆 地 图 Lo € Tor 可 以 看 出 作为 由 将 0 中 那个 节点 臂 分 成 
一 个 边 , KA, 而 得 到 的 , 它 对 应 的 怡 为 Too 中 的 Lo. 一 般 地 ， 
由 于 T” 的 根 节点 次 为 m 二 i 一 2, 只 能 将 它 的 根 节点 将 分 为 二 个 节 
点 使 得 一 个 次 为 m 一 1 另 一 个 为 i 一 1 而 得 了, 并 且 前 者 与 新 添 之 
3 R, T' 的 根 节 点 ， 因 为 仍 为 平面 树 ， 它 的 根 节点 次 为 m 并 
Ait T' 情 多 一 个 次 为 i HIER WA, Hh T € Talm n). i 


MF 7, 记 它 的 计数 函数 


t=tr(xjy) = >` eT) yT) 
TET 


| (2.1.14) 
= Y  cr(min)z"g8. 
m20,n20 
函数 上 截 去 z BRB í — 1 的 项 
(-:- Y  cr(min)z"pg (2.1.15) 
mrin-0 


BRA th dU E20. 当然 ,对 i=1, 有 [2a =t. 
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定理 2.1.2. 由 (2.1.14) # m Bi TT AE E 3k t 3 Ed F Pu J fE, 


t=1+ 》 iyltl 2. (2.1.16) 


ix 


证 HFT = To Ta, f t= tn ttr. 因为 而 仅 由 节点 
地 图 组成， 可 得 tr = 1. 这 就 是 (2.1.16) 式 右 端 的 第 一 项 ， 由 
(2.1.13-15) 式 ， 并 注意 到 


er(m;n) = |T(m; v. (2.1.17) 
即 可 得 
tn, = Z crfm + i—2:mn— ei)jz"y* 
i>lm>1 
=)" er(m; n)z"y* 
> >, TU E (2.1.18) 
= Y s^ yt) a. 
i21 
这 就 得 到 了 (2.1.16) 式 右 端的 第 二 项 ， t 


38 t 3025 IAS, EH 


t=1+ Y raz", (2.1.19) 
mock 


则 它 可 由 向 量 7 = (,72,---) 所 确定 . & e = (0,…,1i,…), 即 第 
i 个 分 量 为 1 而 其 他 分 量 为 0 的 无 穷 维 行 向 量 ， 和 1 = [1,1,--4, 
即 无 穷 阶 的 单位 方 隆 . 根据 定理 2.1.2, 通过 比较 (2.1.16) 式 二 端 z 
各 等 的 系数 ， 可 得 如 下 的 无 穷 维 前 线性 方程 组 


(1-Y)r? = yel (2.1.20) 
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其 中 了 表示 和 抵 阵 的 转 置 和 


Ya Ws Ya Ws 
yi ga Ya Wa 
Y = 0 uu y Ys ` + ' ` (2.1.21) 


0 0 ww 5 


由 (2.1.20), 可 得 + 的 以 至 上 的 一 个 显 式 如 下 : 


rr = >` Yiel. (2.1.22) 


i20 
另 一 方面 ， 由 引 理 2.1.3, $ j 2 — P FER POR 2L ERR P 
点 的 次 ， 则 有 | 
mht an 
322 


= t + Y nari. 


jzi 


(2.1.23) 


现在 ， 人 允许 利用 推论 1.5.1, 或 推论 1.5.2( 即 ， Lagrange 反 演 ), ok 
r 的 一 个 显 式 . 


3 2.1.8. dpi EC dor S deos 


n= y. Sy, (2.1.24) 

nzijeJ S 

其 中 j= (isda) 和 了 一 {ál Xs = Vind i = 2n— 1}. ik 
E, n aE % w 59 39 P 
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证 利用 推论 1.5.1 的 (1.5.7) KR, "40 = z,1 = t 2B. Hi 
(2.1.23) AR 
é(z) = z + 5 yia 
321 
和 f(z)= z = n, 即 由 推论 1.5.1 得 


1 n=l 
n= Y iimte)" 


2.1.2 
ast n! dg" | » 


£-o 


E PE) = EHE), 则 由 (21.23) 有 YE) = Y, v). 这 就 
导致 


d£*- 
其 中 8771 28 (1.5.2) ase RHEE 
由 于 可 以 看 出 07" 7 HE > 0 353€ 万 = 0, 否则 , 和 进而 


i UN 


= (n — Uta?" v(£)^, (2.1.26) 


8? wer = E Tyi, (2.1.27) 
jeJ i . 
HI (2.1.25-26) 式 ， 即 可 导出 (2.1.24) XX. Ë 


根据 这 个 定理 ， 考 虑 到 根 节 点 和 根 半 边 ， 经 过 仔细 计算 即 可 
得 


推论 2.1.1 xt + (£4 — EXE 列 Tuno, 使 得 


Y ni = n, 
il 
存在 一 个 于 阶 的 树 使 得 次 为 宇 的 节点 怡 有 mi AH, RH, KK 
X 
Y in; = 2(n — 1) 


i21 
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成 立 . ü 
车 利用 81-6 rPé HH i WE p. WX REEL ln F ff 
定理 2.1.4 HORE 5 EC SUO ER Cn 满足 如 下 的 方程 : 


2 
wn 
n-uutjT——. 2.1.28 
n fL (2.1.28) 


证 H (2.1.23) K, f 
Tiy = Swan =f (vn Yo) 
i21 y i20 
_ y^n 
7 y 工 一 YTI ` 
这 就 是 (2.1.28). h 


Be p. (2.1.24) 式 同 时 给 出 了 方程 (2.1.23) 式 和 方程 (2.1.28) 
SRA. BEM, S| 2.1.3 又 可 得 到 方程 (2.1.20) 式 ， 以 及 由 推 
广 方程 (2.1.28) 式 引 出 的 对 一 般 平面 树 的 方程 之 解 . 


$2.2 平面 Halin 地 图 


一 个 地 图 ， 若 在 它 的 基准 图 中 存在 一 个 图 ， 使 得 去 掉 这 个 辆 
上 所 有 边 后 为 一 个 树 ， 而 且 这 个 树 的 所 有 葵 挂 点 的 集合 ， 与 这 个 
轿 上 所 有 节点 的 集合 相同 ， 则 称 它 为 Halin wA. 


318 2.2.1 任何 Halin 地 图 均 没 有 荐 点 . 


证 设计 为 一 个 Halin HA. HEC MRE GM) 上 有 一 
TAA v, 则 ”不 会 在 那个 特定 的 是 C. E. > G, 和 GS AI G(M)—v 
中 的 两 个 连通 片 . 随 之 , i8 Vi V; 分 别 为 Gi 和 和 G2 中 所 有 GM) 
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的 那个 特定 桦 上 最 挂 点 的 集合 . 因为 5 不 在 C 上, WC EUR 
AL MGM) 的 全 部 悬挂 点 ， 都 在 G(M)- u p. 5 V, fl Va 
连通 矛盾 . ü 


一 个 球面 上 的 Halin 地 图 被 称 为 平面 的 . 本 节 就 是 讨论 这 种 
地 图 . 


引 理 2.2.2 一 个 Halin 地 图 是 平 而 的 当 ， 且 仅 当 ， 它 有 其 上 
那个 特定 园 避 的 长 度 加 1 个 面 , 而 有 全 W C WX R — 1 m 5 32 X. 


证 根据 定理 1.1.1-3, 即 可 得 第 一 个 结论 . 

BAG C 的 长 度 就 是 其 基准 图 上 基本 轿 的 数目 ， 由 平面 上 的 
Jordan 公理 ， 其 上 的 那个 特定 柑 ， 不 是 全 落 在 圈 C 的 内 部 就 是 外 
部 ， 这 些 基本 辆 必 均 形成 面 ， 使 得 它们 中 每 一 个 恰 与 C 上 一 条 边 
KK. 这 就 意味 ， C 本 身 也 只 能 形成 一 个 面 的 边界 . h 


TF Halin 地 图 , S art x X; MAR, BRS 
XEREPUEHRMUE. Er 为 所 有 带 根 平面 Halin 地 图 的 集合 ， 对 于 
M = (X,4) € JL, 3E vag. KAKI k > 1, WI M 为 上 -中心 
的 . 

地 图 B; = (Bs, Ja), Bs = Kr-- Kz + Ky 和 Ja = (r, z, y) (ofr, 
apy, apx), REA 3-3, 可 以 看 出 ， Ba € HL, 其 中 的 树 就 是 杆 地 
图 Lo = (Kz,(z)(a8z)), HWA k — 0 的 退化 情形 . + 


Hr = {MIVM € H, MAR 中 心 的 }， 


k > 0, 网 易 见 
9-39. (2.2.1) 
k20 
注意 ， ?to = {Ba}, 或 简 记 Ho = Bs. 
对 任何 M = (4,7) € Hr k > 1, $ fi WH J'(aBJr) X 
RAH, i =0,1,---,4, 和 天 (7aBjar 为 fiis 与 根 面 的 公共 边 ， 
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I=1,2,...,k, firi= fo. W M; = (Xj Jj) 为 由 Z; 仅 在 三 个 节点 


Vat zagys-ie = (Jo) 1 n, J(JoB)'-1*tr, 
"ttt „77 (ZaB)'i-1tlr, afri), 
Ugapyie = (Ti d (Jor, IT Fap)r), 
Up; 一 (rj, Ji(a B Jr), az) 


处 与 了 不 同 在 M 的 基础 土 所 导出 的 好 图 ， 对 了 = 1,2,---,k, 
(ZoByer = v. HEB, r; 和 x; j = L2, R, HRM 
ii. 这 时 ， M 被 称 为 Mi, Ma, o, Me I] eie de, WZA M = 
MeMo 6 M.I, k > 1. m B, Mi, M2,…, My BRA M 的 
$e. 


引 理 2.2.3 WER k > 1 fu M € HL, M 的 所 有 泛 和 子 
M;,,1 < š < k, 均 为 带 报 平面 Halin he, H My € H, 1 < j < k. 


证 首先 ， 易 见 任 何 一 个 泛 和 子 M; 如 上 面 所 述 ， 除 掉 两 条 
新 加 的 边 Kry 和 Kz; 外 ， 均 为 M 的 子 地 图 .由 此 可 知 ， M; 
1< 了 sg 均 为 平面 的 又， 注意 到 u. 的 次 为 3 和 去 掉 与 它 关联 
NAAR MW, AM 中 那个 树 的 子 植树 .从 而 ，Mj EH. h 


事实 上 ， 只 要 注意 到 ， 当 M; 中 M 的 那个 予 植树 为 仅 由 一 边 
组 成 的 杆 地 图 时 ， M; 就 变 成 了 Bs. MAAE, H 中 任何 一 个 地 
柄 ， 均 可 以 看 作为 它 本 身 一 些 地 图 的 一 个 泛 和 子 . 

W AAA C H, 则 记 An @ 359-8 Ar, = 


{Ni e MD e N[VN; € M; 1 < ¿< kb, (2.2.2) 


并 称 之 为 MN, t8 N. 的 kia, 特别 地 ， 4 Ny =M= tttm 
M, = A hF, dd 


N95 — M, @ N, @ ` -- ON, (2.2.3) 


$2.2 平面 Halin 地 图 57 
引 理 2.2.4 WHER > 1, HH 


He = $5. (2.2.4) 


it 由 上 面 所 讨论 的 可 以 看 出 ， He C He. 

反之 , 对 任何 M e H, 因为 存在 Mi, Ma, My € H 使 得 
M =M @$ M; @ :.- OM, EXEZ MB, BBR M e. 
这 就 意味 ， HEF C Hg. ü 


下 面 ， 考 虑 H BJ Ad rir 35 8 3⁄ 


guls, y) = Y. g mM) aM) (2.2.5) 
T MEH i 
其 中 mM) 为 M 的 根 而 次 ,与 上 节 为 根 节点 次 不 同和 nn(M) = 
(n2(M), na( M), -,) Ag ABA EK, BRE = (M) 为 M pai aE 
ETARE. 这 里 ， 根 节点 的 次 总 为 3, 可 以 不 考虑 . 


定理 2.2.1 FRAT BHR f= filz, yh y = (yayah 的 方 


y _ 
(1-a f 25) rn (2.2.6) 


在 级 数 环 cry) 办 为 整数 环 ， 上 是 适 定 的 ， HH, CARR 
È f= gu =9n(z,y), 如 (2.2.5) 式 所 示 . 


证 前 一 个 结论 的 证 明 是 通常 的 . 可 以 将 f 展开 成 和 的 
级 数 形式 ， 比 较 (2.2.6) 式 两 端 同 宕 项 的 系数 ， 得 到 一 组 递 推 关 系 
式 ， 由 这 组 关系 式 的 确定 性 ， 即 可 导出 方程 (2.2.6) 式 之 适 定 性 . 

为 证 后 一 结论 ， 只 需 检验 gx 是 否 满足 这 个 方程 ， 由 (2.2.1) 
式 可 知 ， 


94 = 9 gx, (2.2.7) 


k>0 
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其 中 gk = gH 因为 Ho = Bs fü m( Bs) = 2,r( Bz) = (0, 1,0, -- 小 
MRA ma (Bs) #0, 有 
go = z^ ys. (2.2.8) 


对 任何 站 > 1, 由 引 理 2.2.4 可 知 ， 在 从 Mi, Ma, ---, 造 邓 的 

过 程 中 ， 要 引进 ktl 条 边 在 M 的 无 限 面 上 ， 去 掉 2k 条 在 Mi, 

1€i&k, 无限 面 边界 上 的 边 ， 后 者 比 前 者 多 大 -1 条 边 . fE M 中 
增加 了 工 个 天 + 工 次 的 非 根 节点 ， 这 就 是 说 ， 


= St ot (2.2.9) 
根据 (2.2.8) 式 和 (2.2.9) f, H (2.2.7) 式 ， 即 得 


= z + ZE Yeti g (2.2.10) 
kei? 
将 求 和 号 下 的 z 和 gu HRM k + 1, RAAB, EH 
可 得 
on = 2 ys È f EN M 
y * — Vg 

因为 在 泛 函 下 的 gx Sy 无 直接 关系 ， 可 以 将 号 提出 . 将 这 个 带 
QBUS, EH ou. 即 得 gx 满足 方程 (222.6 XK. — h 


只 要 注意 (2.2.10) 式 有 形式 


经 = mt + So ee (2) (2.2.11) 
k>1 
即 可 看 出 ， 若 取 . 
位 k * 1; 
Zk = (2.2.12) 
tyz Ë = 1, 


则 g /z BA (2.1.23) R4 m = gx /z 和 zk = Yr, k > 1, 之 情形 . 


EM 2.2.2 H (22.5) 式 给 出 的 函数 有 如 下 的 显 式 : 


各 一 
gn = A PR (m nig (2.2.13) 


x 中 Jam = {il Eisa ft =n-m+ 1,5722 tdi = 2(n + m) — 3}, m 
之 2, n > 1. 


证 根据 上 述 ， 可 利用 定理 2.1.8, 只 要 注意 到 这 里 的 为 为 那 
BM jí + ja # m = p + 1, BURT (2.1.24) 式 导 出 (2.2.13) Æ. h 


RP ERE, RAPANGA 2s) 的 植树 与 根 
Mk m = ji 1, 5 Fa t| F B] S: (i 148,34.) 的 带 根 平面 Halin 
地 图 之 间 ， 存 在 一 个 1-1 对 应 ， 

EX b, 这 个 1-1 对 应 可 从 M = (0,2) CH HR ral Tr fF 
为 相应 植树 的 根 即 可 确定 ， 

车 用 边 数 T (M) 和 根 面 次 mM) 作为 参数 ， 即 讨论 函数 


gu = Y ` myn) (2.2.14) 
MEH 


也 可 以 通过 引 理 2.2.4 导出 由 (2.2.14) 式 给 出 的 函数 应 满足 如 下 的 
关于 f 的 方程 


f? — zy(1 — y + 21⁄2)f + zt = 0. (2.2.15) 


定理 2.2.3 KAng, RH ( 其 边界 为 那个 特定 围 ) Km 


的 平面 Halin 地 图 的 数目 Bf gu = 


1 n-m m — m — 2 
i | m—2 ) (2.2.16) 


n> 5, 2om< |(s- 1)/2]; 1,n — 3,4. 
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证 X F = f/(zy), 则 方程 (2.2.15) 式 可 改写 为 
F 
Pa ay? (1+ ü aa) 
利用 推论 1.5.1, 得 


s s—1 F ° 
tte P= VP (rnc uu) 
SEOL) 
WE > 1. 由 于 (22.16) SGH 8529 0(7 gn = OLY f, 通过 
t n —2s— ic lim =n — + 1 MBs Xp n > 5 时 成 立 . 
3 n=3,4 时 ， 易 验证 . 


82.5 曲面 泛 Halin 地 图 


一 个 地 图 被 称 为 & Hain 的 , 当 将 它 的 基准 图 上 ， 一 个 支撑 
树 的 内 节点 (MARE A). 及 与 它们 关联 的 边 去 掉 之 后 ( 随 之 
悬挂 点 也 被 略 之 不 计 ), 所 得 地 图 的 基准 图 , 仅 有 一 个 节点 (不 是 那 
树 的 悬挂 点 ). 自然 ， 所 有 边 均 为 自 环 . 

为 处 理 上 方 恒 ， 将 泛 Halin 地 图 中 ， 那 个 仅 一 个 节点 不 是 那 
个 树 的 严 挂 点 的 子 地 图 称 为 它 欧 基地 图 . 若 基地 图 的 基准 图 略 基 
挂 点 不 计 为 节点 ,使 得 自 环 的 数目 为 22, 当 它 在 亏 格 为 p > 1 的 可 
定向 曲面 上 ; 9 当 它 在 亏 格 为 q > 1 的 不 可 定向 曲面 上 ， 则 称 这 
种 泛 Halin 地 图 为 准 规范 的 . 若 在 每 个 自 环 上 至 少 有 一 个 被 略 之 
不 计 的 蕊 挂 点 ， 则 这 种 准 规 范 的 汉 Halin 地 图 被 称 为 规范 的 . 本 
节 就 是 讨论 这 二 种 泛 Halin 地 图 在 曲面 上 【 除 平面 外 ) 的 节点 剂 分 
计数 . 
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4 HpsB 为 所 有 带 根 准 规范 的 泛 Halin 地 图 的 集合 ， 其 中 根 
取 定 为 基本 集中 一 个 与 基地 图 那个 节点 关联 的 一 个 元 素 ， 对 任何 
H = (X, J) € Hom, 将 其 上 那个 树 Tu 总 可 视 为 植树 ， 它 的 根 为 
在 瑟 的 根 面 上 ， 从 根 出 发 第 一 次 过 到 的 Tu 基本 集中 的 元 素 . A 
为 H 的 每 个 面 均 至 少 与 Te 的 一 边关 联 ， 这 个 元 素 总 存在 


引 理 2.3.1 设 HpsH(pi8) WU a= (52,53, ) HV RMA 8 

E. k 53 A p 3 5 E m k Ë L, 3 ARM E Halin 地 图 的 集 
合 ， 则 有 | 

Pa = 2 (a mmo ean 


RP TG) £b j-Qnie ) HTRAP ORAS, E 
得 s= jo i 3; a = j + ja + 1,p > 1, 8 > 0, j > 0, # s40% 
i 0. 


证 根据 准 规范 性 ， 以 及 泛 Halin 地 图 的 定义 即 可 知 (2.3.1) 
式 左 端 集合 中 的 任 一 元 素 均 有 右 端 石 (7) 中 一 个 元 素 与 之 相应 . 

下 面 ， 往 证 从 任何 个 = (4,7) eni), 可 以 产生 uni» s) 

I +2 
中 2n e di 个 地 图 . 

记 (r), (21); (z2) ++ (ta) 为 工 的 所 有 悬挂 点 ， 即 存在 0 < 
h x«l zx lu, ff z; = (Jabr, i= 1,2,---,f1, 7 = r(T) 
AT ini. 

首先 ， 注 意 到 基地 图 的 基准 图 为 具有 2p 个 自 环 ， 仅 一 个 节点 
的 图 . 由 于 它 在 亏本 为 2p 的 可 定向 曲面 上 的 嵌入 ， 只 可 能 有 一 个 
面 ， 依 正则 性 ， 它 是 唯一 的 . 

RE, THR htl 个 悬挂 点 (r). (zi), 1=1,2,---, 51, ER 
BELLASHA p + 2 SAR BS 2p-1 种 组 合 方 
式 ， 这 个 数 就 是 


ji+2+(2p-1)— 11 _ Med 
2p—1 2p—1)° 
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最 后 ， 注意 到 每 一 个 元 素 r, pia i= 1,2, t. Is 均 恰 有 二 种 选 
择 方 式 ， 即 或 者 在 基地 图 一 边 z 的 {or apr} 一 侧 ; MH {r pr} 
—fW. Mni. A 


gust 
种 方式 ， 综 合 上 述 三 方面 ， 即 得 所 和 欲求， h 
基于 这 个 引 理 ， 以 及 $21 中 的 结 黑 ， 即 可 导出 


ESR 2.3.1 dk yd p 的 可 定向 划 面 上 ， 以 s = (sz;s3… 
为 节 虚 审 分 向 量 ， 且 基地 图 上 有 各 个 忽略 的 节点 的 带 根 准 规范 活 
Halin 地 图 的 数目 是 


m (m + ?p — 1 sa alm 
(et Cm) a 232) 


其 中 a! = [Lisa 5i! = salsa! -+> 和 n +2 = ioe Si. 


证 由 引 理 2.31 可 知 ， 这 个 数目 应 为 


其 中 = (jinja) 使 得 h + 1 = m, js = sa — m AM j; = si 
if3,i>2 又 ， 由 定理 2.13, 有 

(n'-1)! _ n! 

- jt  (m-1)lsət(8s — m)ts4! --- 


其 中 n= 一 1= Mii -1- D» 8j — 2, 将 之 代入 上 式 ， 即 可 
得 (2.3.2) A. b 

4 ponlas) 为 在 亏 格 是 4 的 不 可 定向 曲面 上 ， 所 有 以 s = 
(52,83,:-:) 为 节点 削 分 向 量 的 ， 带 根 准 规范 泛 Halin 地 图 的 集合 ， 
8 > 0, Hs Z 0. 
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348 2.3.2 对 于 pulga), q > 0, 8 > 0, # sZ 0, # 


m+a- ') my, (2.3.3) 


CEEE an 
其 中 j- (m — 1, 82,53 一 m, Sa, Ss, ° } £p m 为 3- 次 节点 中 在 基地 
图 上 被 忽略 的 数目 . 


证 与 引 理 2.3.1 的 证 明 相仿 .但 注意 这 时 ， psn (aia) 中 地 
男 的 基地 图 ， 忽 略 所 有 非 根 节点 后 ， 怡 有 条 边 ， 而 不 是 那里 的 
2p 条 边 ， 就 够 了 . ] 


与 定理 2.3.1 相仿 地 ， 这 时 有 


定理 2.3.2 在 亏 格 为 9 的 不 可 定向 曲面 上 ， 以 王 = (82,33,:*') 
LEN K 6 9. 3t k wj Z ek 9 % E m> 2) É f E Yk HL 36 E 
Halin 地 图 的 数目 是 


- t 
gm (" +4 ) (5) mM y (2.3.4) 
g—1 mj s! 
XP n-2-555f 8! = los. 


证 与 定理 2.3.1 的 证 明 相 仿 ， 由 引 理 2.3.2 和 定理 2.1.3, Ë 
接 可 得 . h 


对 于 规范 泛 Halin WA, id Hn 为 所 有 这 种 带 根 地 图 的 集 
合 . 由 定义 可 以 看 出 ， 若 这 种 地 图 的 基地 图 有 m 个 忽略 的 节点 ， 
则 它 不 可 能 在 亏 格 大 于 m/2 的 可 定向 ， 或 亏 格 大 于 m 的 不 可 定 
向 曲面 上 . 


引 理 2.3.3 i ?Lu(p;s) A d v E 2p 的 可 定向 曲面 上 , 所 
AU s= (s,s) 为 节点 前 分 向 量 的 规范 泛 Halin 地 图 的 集 
&. X HsH(p; 8s) 中 地 图 的 基地 图 被 各 略 非 根 节点 数 为 m > 2p, 则 
有 


Tm 一 


Hato; s)| = 2 (5 _ 


LG), (2.3.5) 
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其 中 n) 与 前 面 一 样 为 以 了 = (jaja, 为 节点 剖 分 向 量 的 
EAEg, #4 j =m-l, ja = ss — m, j, = 4,1 Z 3, í > 2, 


证 对 任何 H € ?hu(ps) EUM ETE SS Halin 地 图 的 定 
X, MAME 1G) 中 的 一 个 植树 与 之 对 应 . 这 里 ， 只 需 证 明 ， 
对 任何 一 个 植树 了 = (8, J) € TG), 可 以 产生 Hlp s) 中 


mfm—l1 
2 (a j 
个 地 图 . 


B. 注意 到 Hon(p; s) 中 地 图 的 基地 图 ， 忽略 非 根 节点 后 的 
BEA, A 2p 条 边 ， 且 它 在 亏 格 为 p 的 可 定向 曲面 上 ， 只 有 一 
+A. 

然后 ， 由 于 基地 图 上 非 根 节点 数 为 m. T 只 能 有 m — 1 个 非 
TU HA. WZH (21), …，(zm-1)， 再 由 规范 性 ， 在 线性 序 
(r) (21) (£2), (0 23)) F, 只 有 m—1 个 间隙 可 选择 ， 从 而 ， 
EE 2p — 1, 均 可 将 这 个 线性 序 ， 划 分 为 Op 个 非 空 的 线性 段 ， 这 


就 有 
(5-3 
2p—1 
种 不 同方 式 . 


最 后 注意 到 了 的 m FEA (包括 根 边 1) 每 条 均 有 两 种 可 
能 选择 ， 可 知 共有 
2m 
种 不 同 选择 .综合 以 上 两 种 情况 ， 即 可 得 欲 证 . t 
基于 此 ， 有 


定理 2.3.3 在 给 定 孝 格 pp 之 1 的 可 定向 曲面 S, L B s= 
(,55.) 为 节点 剂 分 向 量 ， 基 地 图 的 非 久 节点 数 为 m > 2p 的 ， 
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AMG Halin 地 图 的 数目 是 


m — 13 f 83 nim 
m 一 -一 2.3.6 
(5i) (*) al? ( ) 


HP n + 2 = Ving 5i 
证 与 定理 2.3.1 的 证 明 相 仿 . 只 是 这 里 用 引 理 2.3.3 而 不 是 
引 理 2.3.1. h 
再 看 一 者 ， 不 可 定向 的 情形 ， 


引 理 2..4 + Anla) 为 在 气 格 是 gg 之 工 的 不 可 定向 曲面 
kE, RAW s = (82,83) FT RHS OE, FRAG Halin 
地 图 的 集合 ， 若 它 的 每 个 地 图 的 基地 图 均 有 mm 个 非 根 节点 ， 则 有 


Ifi.n(a; 8) = 2” VL (2.3.7) 
HP z (G) = |G), 2 = Gr ja.93,-°+), h = M~ 1, ja = 83 — m, 
J = 8, š 3, š > 2. 


证 与 引 理 2.3.3 的 证 明 相仿 . 但 注意 这 里 曲面 的 亏 格 为 q, 每 
个 基地 图 忽略 所 有 非 根 节 点 之 基准 图 恰 具 有 9g 条 边 , 而 不 是 2p 条 
边 ， 即 可 得 引 理 之 结论 ， 1 

由 此 ， 又 可 得 

定理 2.3.4 在 给 定 亏 格 q 2 1 的 不 可 定向 昌 面 上 ， 以 & = 
(32,83, ) 为 节点 前 分 ， 且 基地 图 均 具 有 mm 个 非 根 节点 的 带 根 规 
Xi Halin 地 图 的 数目 是 


m [m — 1X f ss nlm 
2 CDE) m, (2.3.8) 
AP s>0,sA0,m>g>1 M n+2= 3,201 


证 与 定理 2.3.3 的 证 明 相 仿 . 只 要 注意 , 这 里 是 用 引 理 2.2.4, 
而 不 是 引 理 2.2.3 即 足 . ü 
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$2.4 注 记 


2.4.1 植树 是 Tutte + 20 世纪 60 年 代 引 进 的 [Tut8}. 在 这 
篇 文章 中 ， 还 讨论 了 这 种 地 图 带 色 的 节点 判 分 计数 ， 并 给 出 了 一 
些 显 式 . 然 , 在 $2.1 中 利用 的 方法 比 那里 的 要 简单 得 多 . 也 可 用 这 
种 方法 解 带 色 的 计数 问题 . 平面 柑 的 计数 ， 则 是 曾 被 多 人 研究 过 . 
例如 [Ha T1], [HPT1]. 在 这 二 篇 文献 中 ， 带 色 与 不 带 色 的 无 根 情况 
均 讨 论 过 本章 中 的 矩阵 ， 以 及 泛 函 形式 则 首 免 于 [Liu]. 


2.4.2 Halin 地 外 在 锚 面 上 的 依 节点 前 分 计数 ， 以 及 少 参 数 
(BSH) 计数 函数 的 确定 ， 仍 然 是 有 待 研究 的 . 


2.4.3 对 于 一 个 给 定 Halin 图 ， 确 定 在 某 给 定 亏 格 的 曲面 上 
ETARA, LERMA EAE. 


2.4.4 Halin E AAA Halin 地 图 的 特殊 情形 .也 可 
用 52.3 中 的 方法 直接 确定 Halin 地 图 依 节 点 剂 分 的 计数 显 式 ， 不 
过 这 时 ， 基 图 拓扑 等 价 于 一 个 自 环 ， 且 , 根 节点 为 二 次 的 . AER 
可 压缩 的 ， 或 者 说 同 伦 于 0, 在 (2.3.1-8) 式 中 的 系数 2" 不 见 了 ， 
要 用 1 KZ. 


24.5 ”所 谓 一 个 地 图 M 对 于 给 定 亏 格 g( 可 定向 ， 或 否 ) 的 
曲面 是 极 小 的 , 指 的 是 从 M 中 任意 去 掉 一 条 边 ， 若 所 得 的 仍 是 一 
个 地 图 而 且 它 的 亏 格 小 于 g, 或 者 所 得 的 不 再 是 地 图 ， 即 它 的 基准 
图 至 少 有 二 个 连通 片 ， 对 于 泛 Halin 地 图 ， 它 的 基地 图 一 定 是 极 
小 的 ， 那 么 ， 如 何 确 定 拓扑 不 等 价 的 所 有 极 小 地 图 。 值 得 研究 . 


2.4.6 也 可 以 用 先 建 立 泛 Halin( 准 规范 ， 或 规范 ) 地 图 节点 
齐 分 计数 耳 数 ， 所 满足 的 泛 浮 方程 ， 然 后 通过 直接 求解 确定 这 个 
BARER, MAEM 2.3.1-4. 


— == 


— 


外 平面 地 图 


83.1 冬 梅 地 图 


一 个 冬 梅 地 图 就 是 这 样 的 一 个 带 根 的 平面 地 图 ， 使 得 它 的 根 
节点 不 在 图 上 , 且 若 将 每 个 回收 缩 为 一 个 节点 ， 它 就 变 成 了 衬 . FJ 
时 ， 由 图 收编 到 的 节点 均 为 这 一 树 的 巧 挂 点 , 即 次 为 1 的 节点 . 注 
意 ， 自 环 被 视 为 圈 . 由 定义 可 以 夏 出 , 根 边 必 为 制 边 . 若 一 个 冬 梅 
地 图 没有 图， 则 它 本 身 就 是 一 个 树 . 

4 W 为 所 有 冬 梅 地 图 的 集合 . 可 将 冬 梅 地 图 分 为 三 类 ，W， 
WOD șa WED. 这 里 ， WD 仅 由 一 个 地 图 ， 即 节 点 地 图 组 成 . 
WOD I CE bacEX V Ed P3 ES $4: 

记 Wii > 0, 为 所 有 根 节点 的 次 是 i 的 冬 梅 地 图 的 集合 .容易 
Hh, WP =w. B, 有 

Ww =Y wi (3.1.1) 


iz0 
和 与 引 理 2.1.1 相仿 地 ， 有 


W; = WE$', (3.1.2) 
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其 中 i>2. 


338 3.1.1 + W! = (W — ojvW € Wi), Kt o X; WHR 
节点 . 则 有 
win! _ w, (3.1.3) 


xe, Wh) = yy nw, 


证 首先 ， 由 于 WOO 的 任何 地 图 之 根 的 非 根 端 均 不 与 圈 关 
EK, TUAE (ID 的 任何 一 个 元 素 均 为 W 中 的 一 个 元 素 . 

然后 , 对 任何 五 = (X, J) e W, 可 用 加 一 边 (0, o (W)) = Kr 
而 得 W, = (X + Kry, A) € W, 其 中 o = (rr = Tr(Wi) AF 
(ri) =o 的 次 为 1 B ver, = (aprir, Fes FOr) 使 得 


(r, Ir, 7n) = v(W) 


可 知 ， va. 在 W 中 不 与 图 关联 ， 故 Wi c WO". mE, 
W =W, -o c Wo. t 


对 于 地 图 Wi € WE", (01,02) = Kri $0 r = 0(WA), iE W 
就 是 在 W 中 用 r = ofr, = r(W21) 作为 根 代替 r, 而 得 刘 的 . 
可 见 ， Wa 的 根 边 为 (02:01). BIE, Wi € W. 


388 3.1.2 + W', = (W.1 — o1]VW; € Wl). 则 有 
Wia = y. (3.1.4) 


iX, 你 -1 一 5 538353 Ó f BL (09,01), MAEA KJ ara 
KPIs JAW HER. 


证 因为 容易 验证 ， 
wh, = wm (3.1.5) 


由 引 理 3.1.1, BN 3[ 38. i 
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引 理 3.1.3 4 C X FUSE E G6. EBEUUX B, KEC 
F. M|, dr 
WD) = |W x C]. (3.1.6) 


其 中 ， x POUR E EE. 


证 HEA W ew, ii W-CAWa.dXB, CSW, 
的 公共 节点 为 ov, BI Wi 的 根 节点 和 W EEA. h 
FW, e WwW™, A383114, WER, BILIE W x C 中 的 
— XX. 

反之 ， 对 任何 分 c W 和 任何 C c C, 总 可 通过 添加 一 边 
(o,u,(W)) = Kri 到 W 上 得 W; 使 得 o = (raj,ri = r(T) 由 于 
可 以 验证 W e 入 (这 就 唯一 地 得 到 CHW e WMD, ü 


现在 ， 可 以 考查 WO) 与 W 之 间 的 关系 了 ， 
引 理 3.1.4. 对 于 WÜTD, 有 
JW = w. (8.1.7) 
这 里 ， WY ={WeayW e WUD}, a x W ish. 


证 对 任何 W e WED W = W, ea, W € WO, HF a; 
HARB S BIER, HW € W. 

反之 ， 对 任何 WwW € w, 由 于 车 它 不 是 节点 地 图 ， 则 它 的 根 节 
点 不 是 割 点 就 是 蝶 挂 点 ， 总 可 以 通过 臂 分 它 的 根 节点 为 二 节点 和 
连 它 们 以 边 a 而 得 W, 并 规定 W 的 根 边 为 可 以 看 出 为 
W Bd. AAW 的 根 节点 不 与 图 关联 ， 故 W e WOD, 从 而 ， 
W=Weae WH, 4 


给 定 非 负 整数 mnnn e $ Woman) 为 所 有 根 节点 次 是 
m, 次 是 i 的 非 根 节 点 数 为 ni > 1, 的 冬 梅 地 图 的 集合 ， 节 点 前 
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分 向 量 n = (nz). 


31A 3.1.5 xF # # HER m > 0 # n = (nuno) 2 0, 
有 
[WY (55; g)| = Y [Win + i — 2;n — e)l, (3.1.8) 
ixl 


其 中 ei 为 除 第 i 个 分 量 为 1 外 其 他 分 量 全 为 0 的 行 向 量 . 


证 对 于 W e WO (mn), 没 根 这 的 非 根 端 的 次 为 i. HE 
的 根 边 收 缩 为 一 个 节点 ， 如 (1.1.5) 式 所 示 得 一 地 图 W'. 由 引 理 
3.1.2, W' 也 为 冬 梅 地 图 .因为 W t W 只 少 一 个 次 为 i 的 节 
A, BW 仅 根 节点 w' 与 W 的 不 同和 ves 的 次 为 m+i 2, 故 
W' € W(m + í — 2; n — ei). 

另 一 方面 ， 对 任何 W = (4,7) € W 使 得 其 根 节点 的 次 为 
mt+i-2 和 次 是 j 的 非 根 节点 数 为 nij Ain- 1.3 = i, RI 
唯一 地 通过 将 它 的 根 节点 臂 分 为 二 节点 并 连 此 二 节点 以 一 边 作为 
根 边 KF 使 得 非 根 端 为 (r. Ir 71-77, ofr), MERA i, WM 
节点 为 (P, Jr TH), 即 其 次 为 m, 得 地 图 不， 可 以 验 
HE, W € W. 由 于 mi 之 1 4 m + š = 2, HIE ¿í = m = 1, 时， 
W' = 9, BI AAR, # W = Lo, 即 杆 地 图 ， ARK, Lo E WD, 
一 般 情形 ， 如 果 不 是 m+ i= IGN URE W e wl), m W 
的 根 节点 必 为 割 点 ， 由 此 ， 它 本 身 不 可 能 与 图 关联 ， 这 就 导致 W 
的 根 边 的 非 根 端 不 与 图 关联 ， 从 而 ， W e ym, 


fe EBT, S| BEBE. ü 
考虑 到 对 向 量 y= (yoy) 与 向 量 n = (mnc) 约定 
y*- Ty (3.1.9) 
i>i 
Fl 4 


w = uw (z; y) 
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= y zmtw)yn(w) 
wew 


= 5 cw(m; n)a "2 (3.1.10) 


m20, n>0 
为 冬 梅 地 图 的 计数 函数 . 
定理 3.1.1 由 (3.1.10) 式 给 出 的 计数 西数 满足 如 下 的 方程 : 


T1⁄3% ; 
w= d 99. 4 Sa? iylwha (3.1.11) 
I- ii 


其 中 [W]i-2 AA w 中 去 看 所 有 $,)5:—2, 80 EU ER, X 
fk (2.1.15) 式 的 说 法 ， (i 一 1)- É E. 


证 因为 W = WH + y (ID) WUD, 只 需求 wy = wm. 
w 二 won. 和 ws = wu. 由 于 WI 只 会 一 个 地 图 ， 即 节点 
地 图 2, A wi — 1. 由 于 C 的 计数 函数 为 gi 从 引 理 3.1.3 可 得 
_ TW 
= Te 
其 中 , 注意 到 W, = C+W_, cw XE W 基础 上 增 一 新 边 , 使 
Wi 的 根 节点 次 比 W 多 1 EY — BR, 使 新 出 现 一 个 次 为 3 的 
HA. BE, Mal 3.15, 有 


We 


Wa = Y Cy) (m; nje" y 


= > 27 [u], a. 


i>i 


从 而 ， 定 理 得 证 . h 


72 第 三 音 外 平面 地 图 
若 将 计数 函数 o 视 为 z HEB, El 


w= > Wm”, (3.1.12) 


m>0 
W w 可 由 向 量 w = (un we, 确定 . 
定理 3.1.2 如 下 的 线性 方程 组 


(I ~ Yw)£ = ce], (3.1.13) 
其 中 
c=n++ m (3.1.14) 
和 


Yw = (3.1.15) 


o o 
o p 
o 8 
9$ 8 


REX xw, BURMA & = u. 


it 根据 定理 3.1.1, 通过 用 (3.1.12) 式 代替 (3.1.13) 式 ， 和 将 
(3.1.13) RAMA A > MRR, WRT (3.113) ARZA 


数 ， 即 可 唯一 地 得 到 其 解 上 = w. h 
38 3.1.6 + W, 为 根 节点 次 是 iibl, fH f £ $k BI US 

集合， HB. * 
W; = We. (3.1.16) 


XT, i22 
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证 对 任何 W€ Wi,i > 2, 由 于 根 边 是 制 边 ， 有 唯一 的 表示 


W = yw 


1<;<: 
使 得 Wj EW, <i <i. Min, we we. 
Z, FRA W c W9 WA W e W. 且 ， 因 为 其 根 节点 
的 次 必 为 i dk W € Wi. 1 


由 引 理 3.1.6, 即 可 得 
wi = wi. (3.1.17) 
HP, 122 这 就 使 得 可 以 只 讨论 w 就 可 确定 w. 
8/89 3.1.7 函数 wi 满足 如 下 的 方程 : 


:={ =) € - owe y (3.1.18) 


i>? 


it 由 方程 组 (3.1.13) 式 中 的 第 一 个 方程 ， 有 
_ ¥3 nm 
- (v. + E=) + 
由 引 理 3.1.6, 


= (x. + z) +w X Wl? 


i22 


从 而 ， 即 可 得 引 理 . t 
根 节 点 次 为 1 的 冬 梅 地 图 ， 也 称 a A MEER. 


定理 2.1.3 依 节 点 前 分 的 植 冬 梅 地 图 的 计 燥 函数 有 如 下 的 显 


A: 
B n(l, Jis) i 


; z 
n21420 i 
i€J,n 


wi = (3.1.19) 
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其 中 


J(n,t) = 全 Xa = 212 = 2(n 41) - 1], 


使 得 nn 和 4 分 别 为 一 个 植 冬 梅 地 图 的 非 根 节 点 数 与 图 的 数目 ， 以 
及 
B, (Lj, ds) = Y 2 An(s,, 32,53) (3.1.20) 


a>0 
和 As(s, i, $2, ja) = 


(n — 5 — DI a — 1)!72ljs! 


这 里 ， 8,0, ja 2 0 # n 2 1. 
证 比较 (3.118) 式 与 (2.1.24) 式 ， 由 定理 2.1.3 An 


并 


n2ijcJ = nont; 


(3.1.21) 


其 中 j = (jn jz J 和 
J= EDE =n, ij = In — 1). 
i21 n»1 
HERE, REŻ on 为 相应 树 的 非 根 节 点 数 . 上 由 于 
j, i-s—3y, 
名 + us =) -am zgi” -ya > NES o 32 


hl+s-1)! a- 
= > WG, pci vive, 


ozizi 


j ^. (n -1il + s — 1)! ! 
P e "FG, DM Di! 2 (5) y. 


ay = 
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利用 如 下 的 变量 代 换 ， 
者 一 太一 AHA 
j =ja +s, j= 3-3; 
j=j +l, ja= j-i 
jJ = ji, 对 于 > 4; 


n'—-n-cs; n-n'-s, 


即 可 得 nm 
n/ VS, 了 2， š 
w= pi J3 yi, 
“i E 
SERE EET: 
n'l bJa J37 = (34 — 85 — Dui ~ 1)!s! 
和 


QD = (| Y =a, Yt 20 0 -1)- 
这 1 i>1 


由 于 m',s Al 分 别 为 冬 梅 地 图 中 非 根 节 点 的 数目 ， 次 是 2 的 
节点 数 和 图 的 数目 ， 只 需 将 式 中 的 撤去 掉 ， 即 可 经 过 调整 导出 此 
定理 . b 


进而 ,看 一 看 用 阴影 泛 函 表示 的 w 所 满足 的 方程 是 什么 样 


的 . 
定理 3.1.4 关于 了 = f(z,u), u= (Vi,V2，…), ARBAB 


(a - S) - ea] (tot) (3.1.22) 


EF L{R 2, yh RAB, FEZA. HH, CARH 


w=1+ «(x (v t ier). (3.1.23) 
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其 中 于 = (zyz2,z3…) 和 ó, 为 如 (1.6.7) KH (z,y)- EF. 
证 由 引 理 3.1.3, 有 


w= Y zm(w)yn(W) 


WecWxc 
- ( Y 20") (zs Yu) 
Wicw Cec 
TYa 
= —. 
1— yo 


对 任何 W c W, $ z ERER S W 的 根 节 点 产生 的 那个 新 
的 非 根 节 点 ， 它 有 := 1,2, ,mQV)--1 种 情形 . 用 引 理 3.1.5, 有 
m(W)+1 
n(W) 


w3 = Y S tnt W)—i4 24" 
Wew i=1 


zm(W)+1 _ ym(W)+1 
-f(E  — = — 


Wew 


= f CI 


Tlf DL EH] wo 和 ws HERA, HAEA w = 1 即 可 得 
w= uy + wet ws. 分 别 用 z, 2 代替 zu, 即 可 导出 (3.1.22) 式 ， 至 
于 适 定 人 性， 可 通过 比较 将 (3.1.22) 式 两 端 展开 为 级 数 相应 项 之 系 
数 ， 并 论证 所 得 的 递 推 式 的 确定 性 导出 ， 进 而， 由 定理 3.1.2, 即 可 
得 (3.1.23) 式 . h 


基于 (3.1.23) 式 ， 又 可 得 如 下 的 


fitit 3.1.1 对 任何 一 个 非 负 整 数 序 列 lá 存在 一 个 
冬 梅 地 图 使 得 它 有 ! PBK MERE RRA ji 2> 1， 当 ， 
BRM, jeJn). X9, n Xd AREE. h 


在 (3.1.17) 式 和 (3.1.19) 式 之 基础 上 ， 即 可 得 方程 (3.1.11) Ñ, 
(3.1.13) 式 和 (3.1.22) 式 的 解 . 
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83.2 单 图 地 图 


所 谓 单 图 地 图 是 指 这 样 的 带 根 平面 地 图 ， 使 得 它 只 含 一 个 
88, MAK SRB RAR AMIR, RURAL. PERO 
自 环视 为 图 . 

4 2 为 所 有 单 圈 地 图 的 集合 ， 可 将 of 分 为 二 类 : Uy Fl Un. 
其 中 ， 球 为 根 边 是 自 环 的 所 有 单 团 地 图 的 集合 ， 由 单 圈 地 图 的 定 
X, 自然 Mit 就 是 根 边 在 不 是 自 环 的 较 上 的 所 有 单 图 地 图 的 集合 . 

引 理 3.2.1 3 U = {Veal VU cU), Hea X URRH. 
WM. A 

uj = T, (3.2.1) 


郑 所 有 平面 树 的 集合 . 
证 B, BAH, TU EW HAW. Hus. BREN 
^B T = (w,7) e€ T 均 可 添加 一 自 环 Ke 使 得 
(r^, afr’ Jr, mi QZmUI M) 
ARR AA 7! 为 根 得 地 图 U. BUE, Ue. H, Uea = 
Ta =Kr'. Aid, Tem. BALOITAM, BSB. ü 


4 L(min),n = {mnz ), 29 Un 的 这 样 的 子 集 , PAST 
Ut 中 所 有 那些 根 节点 次 为 m 和 次 是 iG > 1) 的 非 根 节点 数 为 n 
的 地 图 . 


引 理 3.2.2 ”对 整数 m > 2,n, > 0,í > 1, 有 


erm) = D> MG +i- 2; n — e). (3.2.2) 
i>? 


其 中 ， e; 为 所 有 分 量 除 第 个 为 1 外 全 为 0 HME. 
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证 对 任何 Ze Lar(min), 设 根 边 之 非 根 问 的 次 为 i 由 于 根 
边 总 是 在 图 上 ， 且 这 个 冉 不 是 自 环 ， 有 宇 > 2. 收缩 根 边 到 根 节点 ， 
因 它 所 在 的 辆 不 是 自 环 ， 所 得 的 地 图 U 均 为 单 图 地 图 . 它 的 根 节 
点 的 次 变 为 m + š — 2 和 除 次 是 i 的 非 根 节点 数 少 1 外 其 他 的 不 
变 ， 即 +n; (U!) = nj Ai. 这 就 意味 U' e H(m + í — 2; n — ej). 

反之 ， 对 任何 整数 1 > 2, > 2 和 地 图 U” = (2, 7!) 8 H, € 
的 根 节点 次 为 m 十 i 一 2, 也 可 唯一 地 通过 劈 分 根 节 点 


(r', eee, goin 
而 为 Kr = {0,02}, 
oy = w = (n Pr! etes JT) 
和 oz = vg. = 
(aBr, JÁ qot... qmi, 


BAEAU = (X" Kr, J). 这 里 的 二 与 I RE o Mo: 二 节点 处 
不 同 . BUT (arar, APR, U eu. 又 , 这 个 面 的 边界 不 形 
REM, 和 根 节 点 的 次 为 m, 以 及 次 是 i 的 非 根 节点 数 为 nid 1, 
有 U eU(m;n). 

从 上 述 过 程 中 的 唯一 性 ， 即 得 到 引 理 ， 4 


RE, ic 
u = u(z) = u(z; y) 


= VD Qna 
Ucu 


= > Hm EU, 


m2 


B] LB HIC rx ot By Tr Sk pa 8. 


(3.2.3) 
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定理 3,2,1 + ful X S ut (i 十 1)- KK, TA upES 
所 有 w 3838 b í bo U W 3188, > 1. 则 由 (323) 式 给 出 的 计 
KHER w. ES NA X £: 


u = z2t + x zy (ula, (3.2.4) 
i22 


KP tH SL 中 给 出 的 平面 树 的 依 节 点 齐 分 计数 函数 . 


证 hur D uo A A A 的 计数 函数 , 则 有 w= utua. 
对 uj, 容易 验证 ， 
ui = z?t. (3.2.5) 


实际 上 ， 由 引 理 3.2.1, 只 要 注意 到 自 环 在 根 节 点 次 中 的 贡献 为 2, 
Bp ur. 
至 于 ug, 由 引 理 3.22, 有 


u= Dey (mj nay" 


m22,»20 
cu(m + í — 2;n — e; 2 nue: 
= > ( u i) mi 2n ei 


m22,nÜ giiyil V 
amr (2.3.6) 
= z3 > cu (m; njz"y* 
i22 mzin7ü 
= x S [u]; -1 
i 之 2 
综合 (3.2.5-6) 式 ， 即 可 得 (3.2.4) XK. 


若 考虑 1 = (unius) 则 依 (3.2.3) s, u 由 向 量 u 所 确定 . 
定理 3.2.2 HELAETH EA 


U - You = rf. (3.2.7) 
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RP, rQ-(LThT-(rn T) 821 tA ipm RE, fr 
V2 Ya Ya Ys ^ 
Ü o Y3 Ya 
Y=] 0 0 ys ys - ' - [|- (3.2.8) 
0 0 0 wee: 


进而 ， uA F BJ M S: 


u= z( Y Yaz), (3.2.9) 


其 中 z = (z2,z3,z4,...). 


j 由 定理 3.2.1， 通 过 比较 (3.2.4) KOM z [EI REL: E Er, 
即 可 得 方程 组 (3.2.7) 式 ， 然 后 ， 展 开 (I Yu) 或 Yu HR, 
即 可 得 (3.2.9) st. h 


面 ， 讨 论 向 量 e 的 分 量 之 间 的 关系 ， 记 
Us = [U| VU € M, m(U) = k}. (3.2.10) 
其 中 ， m(U) 为 U 的 根 节 点 的 次 . 
引 理 3.2.3 X k 23,8 
Un = Us CY, (3.2.11) 
其 中 矶 为 人 2.1 中 给 出 的 所 有 植树 的 集合 ， 


证 HHH U CU BET k > 3, 依 单 圈 性 总 有 一 条 非 图 边 与 
根 节点 关联 ， 即 此 边 为 割 边 . 由 此 割 边 作为 根 边 ， 在 U 的 根 节点 
产生 一 个 植树 T, 使 得 U =U+4T. 其 中 ， Ueu. 由 于 Ui 的 跟 
节点 次 为 上 一 1, 有 Ule. 这 就 是 说 UE kri on. 


$3.2 单 余地 图 gl 


BZ, WAM U € i-i @ Tx, U = Ud f T, € Tr. H 
U eu, HERTAKA (k — 1) + 1 = E, BAU € Uk. 1 


至 于 2, 可 将 它 中 之 地 图 分 为 二 类 ，U4D mu mm D c 
“uu cin. THe, ¿U 只 有 一 个 地 图 ， 即 环 地 图 L, = 
(Kr, (r, aBr)). 


248 3.24. 4 Ú -(UsaNU cul), 其 中 ax U Hid 
JH, # 
“=u, (3.2.12) 


W FD ACE VETERES e. 


证 对 任何 上 ez mee UU 使 得 Usa = Ü. HFa 
REAM, MAU cu. 

EZ, MEM U = (4,7) Ecu, BT IBZITRÉEBR E, ORE 
过 臂 分 其 根 节点 (r, Jr, e, THO) mi RET Kri = (01, 09) 使 
得 o, = (afr, J r- , FO 1r, r) 和 ol = (ri Jr) 而 得 地 图 


U, = (X + Kri, A) EH. 


Hh, J, 只 在 ol 和 四 处 与 了 不 同 . BM, U =U eaa = Kr. 
由 于 U CU H o 的 次 为 2 Kr, 不 是 自 环 , 这 就 是 说 Ue 
从 而 ， Ueu. h 


基于 引 理 3.233, 有 
Hk = Tilk-1. (3.2.13) 


EB k > 3. 
进而 , 由 引 理 3.2.4, KUL 与 ur ze RE RE t (Bl, 1-1 
对 应 ), 可 知 


py? = 5 Vili (3.2.14) 
i22 
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其 中 i 表示 US 内 地 图 的 根 边 之 非 根 端的 次 . 
引 环 3.2.5 对 于 uj, 有 如 下 的 表示 : 


u = —— (3.2.15) 
a 3 sar 
iz0 
HY r y 82. 中 给 出 的 植树 的 计数 函数 . 
证 由 (3.2.13-14) 式 ， 可 得 
u$ = >. vii u = Y yearipa: 

这 1 i20 
考虑 到 yl = 1, 即 得 

Ha 一 工 十 Y uararipa. 

i20 

这 就 直接 导出 (3.2.15) A. Ë 


由 (2.1.23) 式 ， 可 以 利用 Lagrange 反 演 (1.5.7) A, ÆR n = 
z,l=t@M f(z) =z*" == SHB, 8 


"u- Di n! = r Ea 


n21 


(3.2.16) 
s(n — 1)! 
= qo ES 
> > a) j! 
其 中 
#6) = Y wu, 
了 之 
J(n,s) = {i > ya 0 7275 = 2n ~ a} (3.2.17) 
ii 


XUrTn2i"nss21Tmà. 


$2.2 单 图 她 图 83 


从 (3.2.16, 17) 式 ， 也 即 可 得 S2.1 中 所 述 的 植树 计数 函数 t 的 
BA. 


定理 3.2.8 X T n+l 阶 单 图 地 图 ， 且 祖 节 点 的 次 为 2, 令 
J, = {i > o| Sia =n Y ij = an}. (3.2.18) 
¿>1 


i>1 
则 ， 有 
1 
m= + T seni (3.2.19) 
_ ya nEkidEJn 
hoi 
其 中 | 
一 和 一 ! 
cu, (k, n; j) = ski(n Ë q D. 


ilj — i)! 


3€J7>x2(k.e) 
a2>1 
J>2(k, 8) = {i > o| Yu =k, Y it; =s + 2k}. (3.2.20) 
了 之 3 了 之 2 


证 gH (3.2.18) 式 ， 有 


kt, 
u; = 1+ M TEN 


(20467 Qual = 
考虑 到 s = 0 时 ， 
N is = ki ji; = 2k 
这 2 了 2 
只 有 一 组 解雇 = ki = 0, 当 了 > 2. 从而， 上 式 右 端 求 和 的 
5 二 0 项 为 
k! 
25 p cututytee 
i3 


这 就 意味 
m= 4 > b iss 
二 —— ET: 
1 y dE Jp 3(h,5) š 
k2z1.421 
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将 (3.2.16) 式 伐 入， 再 经 过 求 和 号 变换 与 变量 代替 ， 即 可 得 右 端 之 


求 和 项 为 
skí(Ün-k—1)| ; 
> | à) 0 E 
be ie eun) B 
KP, SAMAR celk nij). 从 而 ， 定 理 得 证 . ü 
进而 ， 由 (3.2.13) 式 ， 所 有 uek 23, UE u SRST BM 
式 形 式 . 

引 理 3.2.6 对 U= (¥, 7) Eu, > Ut m(U)+2— AOR 
+A (rro, JPU F8 f Mb H, CRA HR Kri 
和 根 这 为 (01,00), 使 得 根 节点 or = (ru Ir, ler) 和 oa = 
(apr; Tir, Jit te, , FMA pr), TR. oi 的 次 为 和 os 的 次 
X m(U)C-i*2,1€iX m(U) 1. M, # 


Wa = Y Í[Uaan+a-9l 2«i« m(U))- (3.2.21) 
Ugu 


其 中 ，U 为 本 节点 讨论 的 所 有 单 图 地 图 的 集合 . 


证 因为 对 任何 UE ,在 所 有 可 能 由 辟 分 根 节点 得 到 的 地 图 
"m, 仅 有 Uti.mtU)42-i) 当 i= 2, 3,' --,m(U) 时 为 Un 中 的 元 素 ， 


由 引 理 3.2.4, 即 可 得 到 引 理 . ü 
定理 3.2.88 A TX f = flr y) y= nach 的 方程 
f= z27l += J (v, f). (3.2.22) 


其 中 六 是 已 知 的 植树 的 计数 函数 ， 在 LR ey R XE OA. T 
是 适 定 的 ， m B, 它 的 解 就 是 单 园地 图 的 计数 函数 . 

证 Ji f (3.2.22) 式 右 端 的 第 一 项 为 Uy) 的 贡献 ， 下面 讨 论 
第 二 项 为 lay 的 贡献 ， 
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事实 上 ， 由 引 理 3.2.6, 有 


m(U) 


ayy = > >` my (Uy 2 UE 


UEU i-2 


> 
= x= Í ( > ziy m(U)--2— ‘Jye n 


UEU i-2 
m(U) 


- Í (X (77 ye) 


Ueu 


=ef [v8,,u(2)). 


Af, u SAA ( 3.222) 式 的 一 个 解 . 
关于 它 的 瞧 一 性 ， 可 从 方程 (3.2.22) R — EA 5⁄4 5k Él JE 
开 式 ， 比 较 系 数 求 得 的 递 推 关系 之 唯一 性 中 导出 . 4 


从 上 述 的 讨论 中 ， 也 启示 了 其 他 类 型 的 单 并 地 图 的 计数 ， 例 
如 ， 根 边 不 在 图 上 的 单 族 地 图 ， 以 及 那个 圈 不 形成 一 个 非 根 面 的 
边界 的 情形 等 . 


$3.3 受 限 外 平面 地 图 


一 个 平面 地 图 ， 若 存在 一 个 面 使 得 所 有 节点 全 纱 在 这 个 面 的 
边界 上 ， 则 称 它 外 平面 地 图 . 若 一 个 带 根 的 外 平面 地 图 ， 或 根 边 
基 自 环 ， 但 这 时 ， 在 根 边 的 内 部 不 再 有 自 环 ! 或 者 根 边 不 是 自 环 ， 
但 这 时 ， 不 会 经 过 相继 收缩 根 而 变 为 前 者 之 情形 ， 则 称 它 为 受 限 
制 的 . 例如 ， 外 平面 地 图 


= (K, + Ky + Kz, (r, y, z (afr, aBz, aBy)) 


就 不 是 受 限 制 的 ， 因 为 B = Bea= (K, + K, (oz, ay, y, 2)) 
其 中 = apz. 这 时 ， B'A Kz 为 自 环 .在 它 的 内 部 还 有 上 自 
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环 Ky. 所 谓 一 个 自 环 K, 的 内 部 , 是 指 在 它 所 在 的 节点 


(z JT,- Ims ime) 


使 得 ! = Jis 和 ofl = Jiz j > bd Iss Ji 12 HE Wy, 
J = (e, B, Z), FÆR Ki 可 迁 元 素 导 出 的 子 地 图 . 

令 On 为 所 有 受 限制 的 外 平面 地 图 的 集合 ， 规 定 节点 地 图 D 
包含 在 内 . 根据 需要 ， 将 O, 分 为 三 部 分 ， OU. 0D 和 OD, 其 
中 OD 仅 由 节点 地 图 本 身 组 成 ， OU 为 根 边 是 环 的 这 种 地 图 的 
集合 对 于 地 图 M = (XJ) € Os, 仍 记 a 为 它 的 根 边 . 


引 理 3.3.1 20% = (M - alVM € OW}. sl, 有 


OD, = Ont (3.3.1) 


leg. = 


On 


(3.3.2) 


证 对 任何 M = (4,7) € OD, 有 了 唯一 的 M = (X,7') € 
OD 与 之 对 应 ， 这 里 ， X =X +Kr, a = Kr 为 新 添加 之 根 边 ， 
和 J 仅 在 根 节 点 处 与 HA, BU 


Ur = (r^, afr', T, Jr, ets gon, 


AR, v. = (r, Jr... 7700-1) 为 M 的 根 节点 。 易 验证 ， 
M = M' — a'. H M' 是 外 平面 的 ， 去 掉 一 个 根 自 环 得 M 也 必 为 
外 平面 的 ， 从 而 ， M e€ OÓ... 

反之 , 对 任何 M € Os, 因为 通过 添加 一 个 根 自 环 所 得 的 地 图 
M'eOD, 夏 M=M'-a co. 

进而 ， 从 上 述 过 程 之 唯一 性 ， 即 得 到 (3.3.2) sÇ. l 
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4 gx = go, 为 受 限 制 外 平面 地 图 的 节点 前 分 计数 函数， 则 
由 引 理 3.3.1, 有 


gf) = Ion = 2 Ger, (3.3.3) 


3t gl! 为 OF 对 ga OTM. 

9m 3.3.2 4 OQ) = {MealVM € OL}, RF a 3 M ñ 
根 边 ， 则 ， 有 

Ofa Os. (3.3.4) 

证 HAM e OW 的 根 边 不 是 自 环 ， 收 缩 根 边 a 所 得 的 仍 
为 受 限制 的 外 平面 地 图 ， 这 就 是 说 (3.3.4) 式 左 端 的 集合 是 右 端 的 
集合 之 一 个 子 集 . 

另 一 方面 , 对 任何 一 地 图 M € On, 总 可 通过 劈 分 其 根 节点 而 
f M 使 得 新 添 的 根 边 o! = Kr’ 不 是 自 环 . 由 于 劈 分 仍 保持 外 平 
面 性 ， 有 M' eof. x, 由 M = M'ea 可 知 M c OL). S 
(3.3.4) 式 右 端 的 集合 为 左 端 集合 的 一 个 子 集 ，. 


不 过 ， 这 个 引 理 不 能 提供 (3.3.4) 式 二 端 集合 之 间 的 一 个 双 
射 ， 更 进一步 地 ， 有 如 下 的 


sm 3.3.3 对 于 集合 OL ARR OL = 


s {Mam -i2 1<i<m(M)+ 1). (3.3.5) 
M€O, 
其 中 Misti = (0) = 2 + Kn, fe 45M = 
(w,7)e O. PH 2 KAR $ RARE, WHM 的 根 节点 u, 
(r, Frye JOM- Ir) BH vp, = (ri FIT, +, TMM 9) fo vs, 
= (ofrar, Jr, fi ?r). 


证 首先 可 以 看 出 ， 每 个 M € On, 有 Mumia Mamta): 
^ Monat € OR) 与 之 对 应 . TA, 可 以 验证 , 在 Os 中 , 不 


! 
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间 的 地 图 的 对 应 地 图 之 间 没 有 相同 的 . 从 而 ， 由 引 理 3.3.2, 即 得 引 
理 . : 

根据 引 理 3.3.3, dd git = gan 为 ON 对 ga 的 贡献 ， 可 得 


m(M)4-1 


II H 
s= y ( > tymin) nD 
M€O,. i=l 
miM) 


_ Y Jí Y giym -ira) yn) 
MEO, "Y u 


i=1 


qmOM HL __ ,m(M)+1 
[x CP 


Y MEO, 


=z f (v5. (204 (2))). (3.3.6) 
定理 31 关于 f= Fizy), y= {yy ), LES 1 
(1-23 2142 Í (vss (: /四 )) (3.3.7) 


ERARI L{R zy) HERR. MA, CHARA 


f = ga = > gm OD n ( M). (3.3.8) 
MEO, 


其 中 mM) 和 n(M) | M MRE RM KERHD OE. 
证 HT ga = 9A +g +98, KA (3.3.3) 式 ，(3.3.6) 式 , 以 
及 易 论证 ， of = 1, 即 可 导出 (3.3.8) 式 给 出 的 为 方程 (3.3.7) 式 
的 一 个 解 . 
关于 方程 之 适 定性 ， 则 可 由 展开 (3.3.7) 式 二 端 为 等 级 数 ， 比 
较 系数 所 得 的 递 推 关系 之 适 定性 ， 直 接 导出 . I 
$ i= (nin) 是 一 向 量 ， 它 的 分 量 


ĝi = ñ: (z), š > 1, 
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是 g. 展开 为 z WRAP 2 项 之 系数 ， 从 而 ， 可 以 直接 讨论 
而 不 是 on 本 身 . 


引 理 3.3.4 向 量 妆 满足 如 下 的 线性 方程 组 : 
(I — Yo,,)87 = mel + ef, (3.3.9) 


其 中 e; í 一 1,2, ARR i NS ER 1 HHS ESE 0 的 向 重 ， 
工 是 一 个 单位 阵 ， 和 


l g ya Us wc: ` 
1 i oc occ ` (3.3.10) 


o o o 
o 
= 
S 
i 


证 由 定理 3.3.1, 将 (3.3.7) 式 二 端 展开 为 z ORR, tt 
较 同 类 项 之 系数 ， 即 可 得 (3.3.9) xk. 4 


基于 这 个 引 理 ， 可 得 
定 通 3.3.2 #% Ki DAE. g, T k PHBA: 


ga = 1+ "3 YŠ. (Gne T ea). (3.3.11) 
i20 


其 中 ， i= (z, 22,22, -). 
证 由 引 理 3.3.4, 利用 展开 式 


(I 一 Yo.) | = Y Yh 
i20 
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Bp ay fg (3.3.11) sh. 
BAH Bit ES 


hoho,(my)- J cM yn, (3.3.12) 
MEO, 
其 中 mM) 和 n(M) 分 别 为 地 图 M 的 根 共 点 次 和 边 数 ， 上 面 的 
引 理 3.3.1-3 又 可 导致 
定理 3.3.3 由 (3.3.12) A £ H ir NC k h Em T e 
方程 ， 
h=1+22yh+ — — zh), (3.3.13) 
其 中 h" = h(1,s), 
证 由 于 h = ho + hi + hu, 其 中 hy = Agw({z, y) 只 需 确 定 hi, 
i= 0,L II, 的 什 . 
因为 Of 只 合 节 点 地 图 ， 它 无 边 也 无 根 节点 次 ， 有 ho = 1. 
关于 OO, 由 引 理 3.3.1, 有 Ay = 
> gm M) nM) = zy > gm M) nOM) 
MEO ny MEOn 


= z2yh. 


对 于 OF, HAS] Bt 3.2.3, 有 ju = 


m(M)-1 
> gm(M)yn(M) = y > ( 5 J QAO 


M EO: MeO,.. i=l 
1 一 g™M)+1 ^ 
= (M) 
=a $, —i- 
MO, l-z 
= — (h*— zh) 


从 而 ， 由 三 者 之 和 ， 即 可 得 (3.3.13) XX. 
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虽然 方程 (3.3.13) AX h 是 线性 的 ， 由 于 AT 的 出 现 ， 不 能 站 
BRM. 事实 上 ， 方 程 (3.3.13) 为 形式 


2 
(1 — z2y + AL =1+ IAM (3.3.14) 


BRERA v 的 函数 代替 z 可 得 方程 二 端 同 为 0, MA, ¿ 
为 特征 方程 之 解 ， 则 有 


1— £ + ë8y = 0; h* = £2, (3.3.15) 
Sn=E€-1, LAMBA 
n = y(n + 1); h* = (q + 1). (3.3.16) 


利用 Lagrange 反 演 ( 即 推论 1.5.1, 34 z = n, d(x) = (n +1)? 和 
f = m+ 12 248), 有 


k= > Em dw (3.3.17) 


用 (1 — z) 3 (3.3.14) 式 二 端 ， 经 整理 即 可 得 


h=1+ I a (3.3.18) 

为 确定 h, 再 引进 一 个 参量 8, 使 得 
B- Dry (3.1.19) 

由 (3.3.16) 式 中 的 前 一 式 和 (3.3.19) 式 ， 可 得 

h= — (8.3.20) 

因为 这 时 ， 如 (1.5.21) 式 之 行列 为 

1 0 
Ag, = det | ñ i- m. | 

3-2, (3.3.21) 
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根据 定理 1.5.2, 即 得 
(moa = fmm (LE a) "Ass 
Feu h = gn) To ST Bn 
= afm) e m = a enn m 
(8,m) iB + 5 
由 于 
i = > rài) = ifi- a 
1-0 FAm oe OTe (E z (= Eye, 
i20 "m 
I 420 
可 得 | 
inen E (Sr) 
Pakam 


一 2(1 + p)” >` n "el 


m <k<m 


Y sm k) Baa 


Akam 


它 就 是 根 节 点 次 为 m HARA n 的 受 限 制 的 外 平面 地 图 的 数目 ， 
n > 1,1 < m < 2n. AM, MET h. 


$3.4 一 般 外 平面 地 图 


为 讨论 一 般 外 平面 地 图 ， 先 引进 一 种 特殊 的 带 根 外 平面 地 图 ， 
它 被 称 为 环 来 ， 即 只 有 一 个 节点 和 所 有 边 均 为 自 环 的 情形 . 

4 为 所 有 环 东 的 集合 ， 这 个 环 地 图 L, = (Ero, (ro, offro) 
与 一 个 地 图 M = (X, 了 ) 的 内 部 和 , 用 LTM 表示 ， 是 这 样 的 一 
个 地 图 M = (A, Z!) 使 得 X = X + Kro MT 5 7 de M' 
的 根 节点 处 不 同 ， 这 时 ， M' 的 根 r = ro, 


Ue = (r, DO Jr, "es TMM) ~ 1p, afr’). 
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自然 ，7 为 地 图 MKR. 
对 于 一 个 地 图 的 集合 M, 用 LOM 表示 环 地 图 L SM 的 
内 部 积 , B LOM = (LL LMINM € M). 
3g 3.41 对 C, 
£= ` (Ge) 9 (3.4.1) 


i20 
XE, OF $21 FF IB 1-58. 


it 由 于 (160) = 4 是 考虑 范围 之 内 的 ， (3.4.1) 式 两 端 
含 节点 地 图 S. 

一 般 地 , 对 任何 L = £, HEREA (r, I*r, e, Jr), Bl 
次 为 和 i 之 1 NEUE. Le(9£)99. 反之 ,对 任 一 i,i>1， 
一 个 地 图 上 (LL, BR L e £. t 


4 o 2 CE EUIS A K 2 $ S TER BH. pax T5 BR RTT, 
v 满足 如 下 的 关系 
= e) = — (3.62) 
因为 p 为 非 负 整 系数 的 «BAM, FE (3.4.2) 式 只 许 有 解 
e- za(1- 1— 427). (3.4.3) 
将 V1 一 4z7 展开 为 z 的 级 数 ， 即 可 得 


e= tm” (3.4.4) 
4 OFA ERRORS. Hee 


分 为 三 类 :oO 和 On. 其 中 ， Oo 还 是 只 省 节点 地 图 ， 和 O 
中 地 图 的 根 全 为 自 环 . 
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引 理 3.4.2 对 于 Ox, 有 
= (Gc) Oo, (3.4.5) 
He @ 23 G21 t H 5 1- €. 
证 对 任何 O e Ot, 因为 根 边 a = Kr 是 自 环 ， 根 据 外 平面 
TE, 其 内 部 区 域 只 能 含 自 环 . 从 而 , 根 节 点 有 形式 (r, S, afr, T) 使 得 
SRR oF E—-PRALECAT BA a 产生 一 个 地 图 M € O. 


这 就 意味 
=(LiTL)+LM € (LOL). 
反之 ， 容 易 看 出 ， 对 于 任何 O < (LOL) 6 O, 由 于 它 的 根 边 
是 自 环 和 外 平面 性 ， 必 有 O, eo. h 


从 这 个 引 理 ， 可 以 求 出 Or 在 O HAA Aa go 中 
之 部 分 为 
: go, = z?ego. (3.4.6) 


进而 ， 由 (3.44) 式 ， 得 
(2n — 2 lg?” 
go, = =: E E CELA go. (3.4.7) 
引 理 3.4.3 对 于 On, 有 


On= >> {oumo-ao < i < m(O) + 1), (3.4.8) 
DEO 


其 中 Oumou 为 在 O FB OR A (r, Ir, THO 4) 
Hay = Kri = (01,02), WA, 使 得 ol = (71, 17,… ,了 "MAO)~1y) 
和 o> = (ofri T, Jr, ihr). 
证 因为 对 任何 O = (4,7) € On, 经 收缩 根 边 a = Kr 得 的 
地 图 O' = (X, T) = X — Kr, J' 仅 在 其 根 节点 
Urt (Jar, mi , Z apr, Jr, Jv, ttg JMO), 
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i> 1, 处 与 7 Fl. KP, a = Kr = KJafr, lr’ = Jabr, 
和 1 为 O 的 非 根 节点 次 . HRa=Kr FeRAM, O' 仍然 是 外 
平面 地 图 ， BEL, O = Ormoni 为 (3.4.8) 式 右 端 集合 中 
的 一 个 元 素 . 

反之 , HEA O eOK G4 < í < m(O)+1, On «0)- 52) 
是 唯一 地 从 O 将 根 节点 臂 分 ， 使 得 所 得 地 图 根 边 非 根 端 次 i 的 外 
平面 地 图 . 由 i 之 1 和 所 m(O) + 1, Oumou 的 根 边 不 是 
自 环 ， 从 而 ， Ouo € Cir, BB (2.4.8) 式 右 端 集合 的 一 个 元 
X. h 


基于 这 个 引 理 ， 可 得 Ou 在 go 中 所 占用 的 部 分 为 
= ó; . 34.9 
gor Ji (v a(200(2))) ( ) 


其 中 ， 所 用 的 方法 与 推导 (3.3.6) 式 相 类 似 ， 
定理 3.4.1 XT 0 = yle y) g = (iy), WEEE 


(1- 2p =1+2 J (was (zw(2))) (3.4.10) 


在 环 c(ry) P R 38 5. WA, CRRRA ó = go, 0 — fk # 
LLL E A a St tt SO HK 


证 因为 go = 900 + go, + 904 和 注意 到 go, = 1, JÁ (3.4.6) 
式 和 (3.4.9) sh, Ait go 满足 方程 (3.4.10) XX. 

XT E (3.4.10) 式 的 解 在 CIR: z y) PME, TAR Y 
表示 为 级 数 形式 ， 由 (3.4.10) 式 经 过 比较 系数 得 到 递 推 关 系 的 确 
定性 导出 ， ü 


4 g= (9.92. 为 由 go 所 确定 的 向 量 ， 使 得 g; = Figo = 
oly) 为 go 作为 z 的 级 数 ， AORA, izl. 
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JIE 3.4.4 向 量 g 满足 如 下 的 方程 组 : 


(2n-2) + 
(I— Yo)" = set + > ef, (3.4.11) 
= nl(n — 1)! 


其 中 eçi= 1,2mn 之 1, 为 只 有 第 个 分 量 为 1, X46&£ 2 k 2 X 0 
SOME, € 


Yo = 7 (3.4.12) 
à o Ns c coc 
yi uy 
ik H, “* X. 
(2n — 2)! TEMP ae 
ha = nn ID si i= 2n; 
0, 4 i—j=2n+1 


* i-j224$n-1,23,.. 

证 可 与 以 前 相仿 地 ， 将 方程 3.4.10) 式 中 的 多 展开 为 z 的 
BREA. 然后， 再 等 同 两 端 zi,1 > 1, 项 之 系数 . 根据 定理 341, 
即 可 得 (3.4.12) 式 . h 


定理 3.4.2 -REMATE RADER go 有 
如 下 之 星 式 ， 


2n — 2)! 
go = 1+ zy Yó (ue? t > T 一 yeh): (3.4.13) 
i20 "zl ~ . 


KP zc (nhat). 
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证 此 结论 是 引 理 3.4.3 的 一 个 直接 结果 实际 上 ， 只 要 将 
(I—Ye) 1 展开， 经理 理 ， 即 可 从 (3.4.11) 式 得 (3.4.13) 式 ， h 


然而 ， 向 量 9 的 分 量 间 不 再 有 如 平面 树 ， 冬 梅 地 图 以 至 单 图 
地 图 那样 的 简单 关系 . 

基于 前 面 提供 的 分 解 原理 ， 还 可 以 讨论 带 二 个 参数 的 一 般 平 
Ti O 的 计数 函数 


p = p(z,y) = > gm(0),n(O), (3.4.14) 
Oco 
其 中 m(O) 和 n(O) 分 别 为 地 图 O 的 根 节点 次 与 边 数 . 
由 于 O = 0+0 +0, 只 需要 确定 Oo, Or 和 Or 对 于 p 的 
贡献 ， 分 别 记 它们 为 po, 和 pu. 
首先 ， 因 为 Oo 中 只 有 节点 地 图 6, 和 3 中 无 边 ， Ko = 1. 
为 了 确定 pr, 利用 引 理 3.4.1-2 提供 的 分 解 原 则 ， 即 可 得 


pr = x" yelz/y)n, (3.4.15) 


ER o 由 (3.4.3) 式 所 确定 ,注意 到 这 里 除 考虑 根 节点 次 外 还 要 考 
鳄 边 数 ， 且 边 数 是 根 节点 次 之 半 . 
至 于 pu, 就 需 用 引 理 3.4.3 REM. ae, A 


zy 
= = (4 — xp). (3.4.16) 


BE 一 1 
ER, g=plly), BI 的 依 边 数 作 为 参数 的 计数 函数 . 
综合 上 述 ， 即 可 得 


定理 3.4.3 由 (3.4.14) 式 所 给 出 的 计数 函数 满足 如 下 的 方 
fi: 


2 l-z 


-一 一 2 2 
(= 和 vem er), os (Gau) 
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H+, q= g()= p(1,g) 5 (3.416) 式 中 的 相同 . 
证 根据 (3.4.15) 式 和 (3.4.16) 式 ， 以 及 po = 1, 即 可 得 


— =p). 


然后 , 利用 (3.4.3) RER v, 经 过 合并 同类 项 , BD RJ BAB (3.4.17) 
式 . 


这 里 又 出 现 ， 虽 然 (3.417) 式 为 p 的 线性 形式 ， 但 由 于 q 还 
是 p 的 特殊 情形 ， 亦 属 未 知 ， 故 不 能 直接 求解 ， 设 9 = Oy) AE 
的 一 个 特征 解 ， 即 
f 2 
14 1-Vi-46y 4 Su = 0; 
EN 1-8 (3.4.18) 
n=- 
通过 解 (3.4.18) 式 的 第 一 个 方程 ， 经 有 理化 变 为 Oy 的 二 次 方程 ， 
即 可 得 


=—(1~0(2—0). (3.4.19) 
4 £ = 0-1, WW (3.4.18) 式 的 第 二 个 方程 和 (3.4.19) 式 即 变 为 
(1+8, £ 
E =y——— Te M= Iz: (3.4.20) 
用 Lagrange 反 演 ， 即 推论 1.5.1, 得 
n (2 t 
q= > ex: ae (3.4.21) 
FR. ER p. 由 (3.4.17) XX, A 
_ [° — z)(1 — A — 4z2y) ñ ') | (3.4.22) 
Qnty 
其 中 
1 — z + ryg 


= ü-z)2-z)4zhy. (3.4.23) 
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BO = z/(i +£). 由 (3.4.20) X, 4 


1 
c= 2490-430) (3.2.24) 
由 定理 1.5.2, 可 得 o 的 级 数 展开 中 zy 项 的 系数 
ma), (1 a+ Án, 
其 中 
1 0 
Ang =dt| | , — 6-0 
(1+ €)(1 - £) 
221-3 
 Q-«ó0-60 (3.4.26) 


经 过 调整 后 ， 即 可 从 (3.4.25) RRA Ban = 
min{m,n} min{m,n—1} 
=Í > 2 (T) Eas -3 > 2i (7)2.,]. 


其 中 n 


i fon  j - IV /2n— i- j 
nem) 
i=0 
n—j-1 . - 
2n — j-1 2n—i—j-1 
&-xQC;) T) 


$=0 


当 m=0 或 n=0 hf, Baa = 0. 否则 ， Ban = 
imin{ m,n} . 
m! (2n - j - 1! 
wes 28 本 
X, 
— à (1— VÀ —4ziy) 214 L DE M 
+= Zy AG T1ykt 
CEST E ql, (3.4.28) 


k2D 
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ER Ann 为 p 的 展开 式 中 z^ 的 系数 , 则 由 (3.4.22) x, (3.4.23) 
x, (3.4.25) A, (3.4.27) 式 ， 以 及 (3.4.28) 式 ， 即 可 得 


Lm/2] 
(2k)! 
Am,n 一 Buin + > (k: + Tiki makin 
L(m—1)/2] 
(2k)! 
_ > TE F IK Pm tne (3.4.29) 
这 就 是 根 节点 次 为 m 且 有 nn 条 边 的 组 合 上 不 同 的 一 般 带 根 外 平 


dint H. 


83.5 iic 


3.5.1 冬 梅 地 图 作为 平面 树 的 推广 ， 以 求 出 它 的 节点 前 分 计 
数 函 数 的 显 式 ， 可 参见 [Liu21]. 在 那里 提供 了 定理 3.1.2. 但 未 能 
得 出 定理 3.1.3. 后 者 是 在 [Liu62] 中 给 出 的 ， 也 可 通过 计算 无 穷 卸 
阵 的 乘 方 ， 由 (3.2.23) 式 确定 这 个 计数 函数 的 显 式 [HW]. 


3.5.2 在 [Liu21] 中 , 提供 了 (3.2.9) 式 . 泛 函 方程 (3.2.22) 式 
可 在 [Liu53] 和 [Liu54] 中 查 到 . 不 过 ， 那里 只 描述 了 主要 思路 . 
但 ,这 里 给 出 了 如 (3.2.19) 式 所 示 的 显 式 . 事实 上 ， 这 个 显 式 也 可 
通过 (3.2.9) 式 ， 由 计算 无 穷 阶 方 阵 的 敌 直 接 得 到 ， 这 一 过 程 也 参 
见 [HWL1]. 

3.5.3 SARS FH EL TAARAB Ea, 
可 参见 [Liu25]. 在 那里 给 出 了 泛 函 方程 (3.3.7) RA (3.3.9-11) 式 . 
然 , 在 (3.3.11) AP, BRICKS A, [HWL1]. 这 里 的 ( 3.3.13) 
式 和 (3.3.22) 式 在 [DoY1] 中 可 以 查 到 ， 其中， 用 到 的 特征 解 的 求 
FEAT BD) [Liu47]. 这 些 均 未 纳入 [Liu62]. 


3.5.4 一 般 外 平面 地 图 的 泛 函 方 程 (3.4.10) 式 ， 可 从 [Liu25] 


$3.5 iE id 161 


中 查 到 . 那里， 也 给 出 了 (3.411) AM (3.413) A. 然而， 在 后 者 
中 的 和 矩 阵 才 至 今 尚 未 计算 出 来 方程 (3.4.17) 式 以 及 其 解 的 显 式 
(3.4.29) 式 也 可 在 [DoLH PAR. 这些 也 未 纳入 [Liu62]. 


3.5.5 ”不管 怎 样 ， 泛 函 方程 (3.3.7) 式 和 (3.4.10) 式 的 解 至 今 
尚未 得 到 更 简单 的 显 式 . 


3.5.6 自然， 会 想到 外 平面 地 图 在 可 定向 和 不 定向 曲面 上 的 
计数 ， 可惜， 目前 尚未 见 到 有 这 方面 的 结果 、 


3.5.7 外 平面 地 图 可 以 推广 到 那些 有 一 个 面 ， 它 的 边界 含 所 
有 的 节点 的 地 图 . 这 时 , 它们 的 基准 图 不 一 定 是 平面 的 . 如 何 刻画 
一 个 图 有 这 样 的 基准 地 图 有 竺 研究， 


3.5.8 虽然 外 平面 地 图 节点 裔 分 计数 函数 ， 讽 未 发 现 比较 简 
单 的 显 式 , 但 对 于 根 节点 次 , 节点 数 ， 面 数 或 边 数 为 参数 的 计数 机 
数 , 对 各 种 外 平面 地 图 , 如 简单 的 ，Euler 的 ， 以 及 不 可 分 离 的 等 ， 
均 已 得 到 了 较 简 单 的 计数 显 式 [DoY1]. 


3.5.9 如 何在 这 里 提供 的 的 结果 之 基础 上 ， 确 定 各 类 型 不 带 
根 的 外 平面 地 图 计数 函数 ， 是 否 也 有 较 简 单 的 显 式 ， 似 尚未 见 到 
研究 结果 . 
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三 角 化 地 图 


$41 外 平面 三 角 化 


所 谓 三 角 化 地 图 , 或 简称 = ñ L, 是 指 所 有 面 均 在 边界 上 通 
过 三 条 边 ， 即 三 角形 ， 注 意 ， 一 条 边 允 许 通 过 二 次 ， 若 一 个 地 图 ， 
除 一 个 面 外 ， 其 他 所 有 面 均 为 三 角形 ， 划 称 它 为 近 三 角 化 一 个 
近 三 角 化 ， 若 它 是 在 球面 上 的 ， 则 称 之 为 平面 近 三 角 化 . 

因为 只 有 一 个 三 角 化 是 外 平面 的 ， 即 三 角形 


To = (Kz + Ky + Kz, (z, z)(y, ofz)(aBy)), 


WORF AH AA 外 平面 三 角 化 , 也 可 将 外 平面 三 角 化 视 
为 对 圆 盘 的 三 角 化 使 得 所 有 节点 全 落 在 圆 盘 的 边缘 上 . 

4 Ta 为 所 有 带 根 外 平面 三 角 化 的 集合 . 对 任何 M = (XX, 了) 
E€ Tar E ¥ 为 它 的 根 ，a = er = Kr 为 根 边 、 v, (M) 8 f. (M) 
分 别 为 M 的 根 节点 和 根 面 . 记 


Ta = T + TO + TH, (4.1.1) 


即将 To, 分 为 三 类 TO,i 0, UG II, 664720 = (0),0 335 AH; 
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T = {Mie (MHA); TU? = (Me MERAL) 这里， 
为 方便 将 杆 地 图 L = (Kr, (rj(a8r)) 规定 在 TS rh. 


239 4.1.1 4 72 = (M|v (M): HA} 和 Te = Ts 一 TO 
-Ta 则 ， 有 
=F TEA, (4.1.2) 
k22 


X OH 1v £f, 如 83.2 中 所 给 出 . 


证 对 任何 M ETà, HF oM) ABA, MER > 2 使 得 
M = 1 十 Mo 二 二 MHR M; e TË, 1 < i < k. 其中， 十 为 jlr- 
和 ， 如 53.2 中 所 示 . A, M 是 (412) 式 右 端 集合 的 一 个 元 素 . 

反之 ,对 任何 一 个 地 图 M 在 (4.1.2) 式 右 端的 集合 中 , 由 于 存在 
— k > 2 和 My, Ma,… , M, € T 使 得 MMi 二 M2 十 -十 Mi = M, 
这 就 意味 M 的 根 节 点 是 一 个 制 点 ， 又 ， 考 虑 到 M c Ta 必 有 
M ET Bl, (412) 式 右 端 集合 的 一 个 元 素 . h 


H T— T AE ii = fate it Dr 8 ë Ej f Z PR BIB N E, a 
CPR KASS. A, AT RRA 


Jot = Gor = y` z™M) 
METot 


= 5 er (m)a™. 
moo 
Xo, m(M) MEA M 的 根 面 次 ,根据 引 理 4.1.1, 可 得 T 在 
got 中 所 占 得 部 分 go, 满足 关系 : 
g, = Y (Gor — 1 — 934)" 
k22 
= (got — 1— Gar)” 
2— gott 


用 (2- go + 9%, F (4.14) 式 二 端 ， 同 时 也 就 可 消去 含 g 的 项 ， 


(4.1.8) 


(4.1.4) 
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Awmi à 
ot 一 1 
go = — (4.1.5) 
3 4.1.2 70) = (M - aV M € TD, X P a = e, (M) X 
M 得 根 边 ， 则 ， 有 
TOS = Ta x Ta. (4.1.6) 


其 中 ， x FROM Descartes 积 . 


证 因为 对 任何 M c TÜ), 其 根 边 a WM, 有 M — a = 
M, + Ma, 由 于 Mi, M; € Ta, A M-a € Ta x Ta. AH, 
TO, € Tot X Ta. 

另 一 方面 ， 对 任何 M € Ta x T4, = Mi + Ms, Mi = 
(41,44), Ma. = (A, J) € Ja, 可 以 造 一 个 地 图 M" = (X, 77) 
GB x — X, + X; + K 和 7. 只 在 节点 


w= (r, Ti; Jiris ttt qr 0071, 
和 
vør = (ar^, T2, Jora, ttt3 gr 071, ) 


处 与 页 和 Ja CRI. Bip Mi 和 Mo 为 外 平面 三 角 化 ， M 也 是 
外 平面 三 角 化 ， 进 而 ， 由 于 a = Kr' Hed, EM’ e 72). B 
M = M' —a, H METi h 


根据 这 个 引 理 ， 可 导出 TD 在 got 中 的 部 分 
gD = 22. (4.1.7) 


其 中 ， 2? 表示 TA) 中 每 个 地 图 之 根 边 赋予 根 面 边 界 的 部 分 . 
对 于 一 个 地 图 M = (4,7) e TP a = Kr 为 它 的 根 边 ， 令 
Ma 为 从 M 中 去 掉 根 边 a 使 得 它 的 根 为 JapIr 所 得 的 地 图 . 
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其 中 ， (Jr,JoBJr,(ZoB)? Jr) 是 M 中 与 根 边 a 关联 的 非 根 面 . 
自然 ， 它 是 一 个 三 角形 . 

引 理 4.1.3 + Tn = (Me M Ee TA”. N, x 


TO) = Th, (4.1.8) 


HFT 为 引 理 4.1.1 所 给 出 的 . 


证 由 外 平面 性 , 对 任何 地 图 M € TL”, 有 wzapyr 为 MŠa, 
a = Kr, ILS. 又 由 Ma 亦 外 平面 三 角 化 , 有 M = Ma € 74. 
这 就 意味 ， 对 任何 M e TOS 均 有 M' < 72. 

RZ, WHE M* = (X*, 了 *) € TZ, BET ve ABA. BAW 
造 一 个 地 图 M = (ZZ, 7) € Ja FRX = X" + Kr Rm 7 DUE 

u, = (r, ap 7 (771, Taps 7 O71, eg 
Jag gm MP) 

和 vg. = (aBr* afr, J25,-,--, I T apr") 处 与 J* 不 同 ， 其 中 ， 
j Mi y| M 中 节点 var 和 ver*， 


t= B(lag.g* 70071) = o 7*7 (MY 


的 次 ， 由 于 a = Kr EN (vmov) E. # M ETE. 然 ， 可 以 
看 出 ，M* = MŠa, 即 M* € TÜ. t 
根据 引 理 4.13, 可 以 导出 TD 在 goe 中 之 部 分 为 
oft = 271g. (4.1.9) 
其 中 ， <! 是 由 TA" 中 地 图 的 根 面 次 比 相应 的 Th 中 的 少 1 所 
引起 的 .进而 ， 由 (4.1.5) 式 有 


Bot 一 1)2 


an. 1( 
JIa = Z an (4.1.10) 
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定理 4.1.1 # (413) 式 给 出 的 计数 函数 qa 是 方程 
z3g? + (1 — z)g? + (z — 2)g +1 = 0. (4.1.11) 
的 一 个 解 . 


证 由 方程 (4.1.11) 式 在 非 负 整 系数 级 数 环 中 的 适 定性 可 以 
证 明 ， 只 需 验证 go 确 为 方程 (4.1.11) 式 的 这 个 解 ， 
事实 上 ， 由 于 gor = 9 + of + gh”, 用 (4.1.7) 式 和 (4.1.10) 
式 ， 以 及 考虑 到 g = 1, 可 得 
— 1 (got 一 1)2 
got = 1+ z2g2, + Z ga ` 
将 二 端 分 别 乘 zgot, 经 合并 同类 项 后 , 即 可 得 got 满足 方程 (4.1.11) 
式 . 
虽然 方程 (4.1.11) 式 可 直接 应 用 Lagrange 反 演 求解 ， 但 由 于 
(4.1.11) 式 为 三 次 的 ， 结 果 比 较 复 杂 . 不 过 ， 可 以 在 (4.1.11) 式 中 
引进 变换 


f = zg, (4.1.12) 
ERA 1-z z— 2 
ft + —- ^ +—f+1=0. (A.1.13) 
这 时 ， (4.1.13) 式 实际 上 是 z 的 二 次 方程 ， 
z2(f3 + f + 1) -rlf + 2f) + f? = 0. (4.1.14) 
从 (4.1.14) 式 ， 可 得 
i .Ít?7tfv1—4] ULM, (4.1.15) 
由 于 f(0)=0 mM f'(0) = 1, 只 能 
2f (4.1.16) 


*™ Fr+2 /vi 
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A /1=4f=1-20. 则 有 
8(1 — 0) 


f = 0(1 — 0); z = 1-8ü-3y (4.1.17) 
定理 4.1.2 由 (4.1.3) 式 给 出 的 函数 go. HOFER: 
ju =1t+ JO Amr", (4.1.18) 
Try 
其 中 
Ana ml(2m — 3k — 1)! (4.1.19) 


(k — 1)y(m — k)(m — k + 1) (m — 2k)! 


证 为 方便 ， 引 进 函 数 g = gfz,z) TERR EOS SURGE 


式 ， 
z= raa g =0(1-8), (4.1.20) 
H (4.1.17) 式 可 见 ， 
g(x, 1) = f(z). (4.1.21) 


利用 推论 1.5.1, 即 可 得 
gin, = É - ) ë — 3k — °) 
(z,z) m—-k—1\k-1/\ m—k-2 (4.1.22) 
= Á(m-1),k: 


HH m > 3,1 < k < |(m — 1)/2]. 
进而 ， 由 (4.1.12) 和 (4.1.21), 有 


CT (m) = D Ak. 
1<k<[m/2] 


KA m > 2. 
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MA, Bur, cz,,(0) = 二 1 和 cx,(1) = 0. 4 


上 面 的 方法 可 以 推广 ， 以 确定 这 种 地 图 依 两 个 参数 ， 例 如 度 
(或 者 说 边 数 ) 和 根 面 次 ， 或 者 阶 ( 即 节 点 数 ) 和 根 面 次 ， 或 者 说 面 
数 和 根 面 次 . 

进而 , 还 可 以 推广 到 平面 , 或 者 说 球面 ,上 三 角 化 的 计数 . 这 
些 将 在 后 面 讨论 . 


$4.2 平面 三 角 化 


最 简单 的 平面 三 角 化 ， 就 是 三 角形 本 身 ， 即 
To = (Kz + Ky + Kz, (z, z)(GeBz,y)(eñy, ofz)). 


UR LT (ey aBz) 和 (apr, z,aßy). 
UJ ETAMEPZIISESULILIESLTELLEES 


it 用 反 证 法 . 设 M 是 一 个 平面 三 角 化 且 无 自 环 ， 但 有 一 个 
WA. 则 ， M 具有 形式 M = M+M, Bl M = Mi U M. T B. 
M, n M; = v. HFM 和 M; 也 是 平面 地 图 ， 这 就 意味 分 别 存 在 
Mi 和 M> 的 一 个 面 fi = AM) 和 fo = faM) EH Aufn 为 
M 的 一 个 面 ， 记 为 f(M). BR hn fa-v. AA, M 为 三 角 
化 ， 即 f(M) 怡 三 条 边 ， 这 就 使 得 至 少 A (MI) 或 faM) RE— 
条 边 ， 即 节点 ”处 的 一 个 自 环 ， 与 M 无 自 环 矛盾 . h 


一 个 无 环 (ED X; ËB MO) 的 平面 三 角 化 ， 根 边 不 在 任何 重 边 中 ， 
被 称 EHEAR A Ta(Za) 为 所 有 适 约 (无 自 环 ) 三 角 化 的 集 


£. 


车 一 个 无 环 平面 近 三 角 化 ， 没 有 重 边 含 根 边 除非 根 面 次 为 2 
则 它 也 被 称 为 x& £865. 车 一 个 地 图 的 根 面 边界 是 个 2- 边 形 ， 则 这 
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个 地 图 被 称 为 2-30 4 65. 可 以 将 2- 边缘 近 三 角 化 简称 为 2-8 = 
Ait. 


引 理 4.2.2 没有 任何 内 这 与 根 按 在 同一 重 边 中 的 一 个 2H 
缘 近 三 角 化 是 适 约 的 当 ， 生 仅 当 ， 它 是 无 环 的 ， 同 祥 地 ， 是 无 割 点 
Ñ. 


证 必要 性 是 直接 的 ， 因 为 适 约 的 近 三 角 化 均 是 对 无 环 而 言 ， 
又 ， 从 引 理 41.1 的 证 明 过 程 知 ， 在 这 里 无 环 与 无 割 点 是 一 同事 - 
充分 性 . 因为 对 于 2- 边缘 近 三 角 化 且 无 内 边 与 根 边 同 在 一 个 
EAA, ASB 4.1.1 证 明 相仿 过 程 可 知 ， 无 环 当 ， 且 仅 当 , 无 
Ha. k EEA. 4 


4 Tae (或 Tom) 为 所 有 适 约 (或 无 环 )2 边缘 近 三 角 化 的 集 


f. 


引 理 4.2.3 今 Tax = IM 一 a|vM € T>, — Lo), 其 中 a= 
er(JM) 为 M 的 根 边 Lo ARMA. RI, A 


Teax) = Tx. (4.2.1) 


其 中 区 = nl ( #! ft ). 


证 对 任何 M € Toa (或 Toro), 由 于 存在 一 个 地 图 M € Tou 
(或 Tan), M' Z Lo, 使 得 M = M' — a!,a” = e,(M') 为 M' 的 根 
th. 由 于 M' 无 环 (BESS), M 也 无 环 (REA). X. HM 的 根 
面 次 为 2 和 所 有 非 根 面 均 为 3- 边 形 ， OM 的 所 有 非 根 面 以 及 根 面 
均 只 能 是 3- I, PB M € Tm (或 Ta). 

反之 ， 对 任何 M = (X,J 了 ) € Ta {或 Th), 可 通过 添加 边 Kr 
得 地 图 M' = (X, 9") € Tau (或 Ta.) EB A! = X + Ke! BT 4x 
在 二 节点 

or) 
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vg»: = (aBr' (Iap)2r J (Fag), 5  (Jag)?r) 


处 与 7 WE. 其 中 i 为 M 中 节点 ua za aya 的 次 . AR, M' Z Lo. 
HT M = M' 一 oa = e(M") = Kr 有 Me Jiu (或 on). E 


一 个 2- 边缘 地 图 ， 若 没有 内 边 之 二 端 与 根 边 之 二 端 相同 ， 则 
BCA 的 化 的 {或 适 约 的， 当然 考虑 无 环 近 三 角 化 时 ). 为 方便 ， 总 
是 约定 杆 地 图 Lo 不 在 约 化 之 列 . 

将 二 地 图 M, = (X, Pi 和 M: = (X;,P,) 通过 合 M2 的 根 
3p Kr, 和 M, 的 与 其 根 边 Kr. MBN KPI 而 为 一 边 得 
M = (X,P) EH r = (M) = ri HBR, HH lew. M 
称 为 Mi 和 Ma 的 le- 和 , in M = Mis M; Rm, X = 
(X1 — KPT 'ri) + (X; — Kra) + Ks, Ks = Kr; = KPT 5r #ü P fx 


在 v. = (r, Pro PEOD m, 8, Pargo, PPD Lpa) 和 


vgp-i- = (ops, Pi(afPT lr), PE HapPI r), 
Palabra), -- -. PÍ ^ (afre)) 


处 与 Pi Po BA. 其中， 和 GHA usp, (在 M 中 ) 和 
tørn (Æ Ma 中 ) 的 次 、 相 应 地 ， 在 $2.1 中 所 引进 的 1- 加 法 与 1- 
和 可 以 分 别称 为 10- 加 法 与 1v- 和 ， 

对 任何 二 个 地 图 的 集合 Mi 和 Ma 记 Nt o Mo = (M. u 
MYM: € Mı, VM, € Ma} 并 称 之 为 Mi 与 Me 的 1e- 积 相 
仿 地 ， 在 52.1 中 的 1 积 也 可 以 称 为 10- 积 、 对 地 图 集合 的 序列 
My As Me, 有 


k k- 1 
(办 M; 一 | (办 2 (QM. (4.2.2) 
i=1 


i=l 
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特别 地 ， # Mi = M, i = 1,2,---,k, 则 有 


k 
O Mi-M**. 
incl 
4 Ji 为 所 有 约 化 2- 边缘 近 三 角 化 的 集合 ， 易 论证 ， 
Ta = Lo + $ TE (4.2.3) 


i21 


38 4.224 #47, 5 Ta x = nl # ft EL X £ 
Ta = Te + (Ta — Lo) Tan, (4.2.4) 


其 中 Lo HME. 
i£ 由 定义 即 可 直接 导出 . lu 


É M = (X,J) € Jam, M Z Lo v. = (r, Ro, 5, 10,1) 和 ver = 
(6r, 6L, 1,68, 3),8 = af. id Mi = (Gñ, h) 和 M; = (0653,32) 分 
别 为 M 的 扩张 地 图 使 得 o, = (r, Ro s) var, = (r, ĝa, Ri) 和 
ve = (81, T1) vac, (rj 即 Z, # JS RHEE ROTH AS 7 不 
El, HX,4 c X ld An Ja 之 可 迁 性 确定 ， 这 样 的 M 被 称 
为 M. 和 Ms 的 2v-fe, 记 为 M = Mit: Ms. 其 中 之 运算 ， 被 称 为 
2v- 加 法 . 对 任 二 地 图 的 集合 Mi Mo, 记 


Mix: M 一 Mit: M. V M, € Mi, YM € Mga} 


并 称 之 为 Mi 与 Ma 的 2u-#. 
引进 4.2.5 有 如 下 的 基 系 : 


Tau = Lo + Tau X: Ta, (4.2.5) 
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其 中 x: 为 20- EK, Wb 26- 积 中 之 运算 . 
证 对 任何 M —(X,J) € Fan, 令 
k = max(j|3i > 0,67? = J*ór,0 < j € m(M) — 2). 


j s = J*r. 3$ m(M) = 1, WARE M = Lo, WF. 否则 ,由 于 
AH, m(M) > 3. 这 时 ,总 有 M = Mit: Ma, Mi = (Xir Rh i = 
1,2, 使 得 A 和 Ja 仅 在 


Ur, = (r, Jr, mE j'y s), Var, = (dr, Jr, ttg J br) Ai 
Or, = (Jór,--., J ir), vg, = (876r, J t'r,- TWO -Ap) 


处 与 了 ^. 易 验 证 ， Mi € Tsa 和 Ma € Th. th, M 28 (4.2.5) 
Am erm yG 3. 

KZ, 对 M 28 (4.2.5) 式 右 端 保 台中 一 地 图 , BAB M Z Lo, 
必 存 在 My € Tim 和 Ma € Ta 使 得 M = Mit: Ms. BA, 
M € Tau, WA (42.5) 式 右 端 集合 中 一 元 素 . 


对 于 一 个 近 三 角 化 M = (4,7)， 可 用 将 根 边 收缩 为 一 个 节 
点 ， 并 同时 将 与 根 边 关联 的 那个 非 根 面 上 二 非 根 边 合 而 为 一 ， 得 
Mt = (XV) WB, X = (&- Kr- KZr- KZ-ër) + Ks, 
s= Jr = J lër, ó = op, 和 7 了 ' 仅 在 二 节点 


Up = (J'ér, J?ór, ttt, 796r, 8, Jr, EE Jii, 


Al vg, = (68, J 26 7r,---,.J 167r) 处 与 TARR. BRE, MS 
是 一 个 近 三 角 化 . 并 称 M' 为 M 经 压缩 根 边 a= e (M) 而 得 到 
的 ， 记 为 M! = Méa. 

令 M = (Z,7) 为 一 个 地 留 ， 份 以 mM) 表示 其 根 节 点 之 
KK. dd Mi = (Xu) 为 FDAK, l, = JMe, 成 为 一 个 
三 角形 所 得 的 地 图 ， 邵 Au = X — Kh + Ka + Kt + Kr Ks = 
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{l;, (8, Ali, bs} ,Kt = ft, ali, Bt, él;}, 18 xt Kr; = fri, ari, Bri, êri}, 
mT 仅 在 三 个 节点 ， Uri = (ri, t, Jl ttt JITE), 

JIA, = THO: 


ver, = (frar, Jr, JM itr); ug, = (68, Jsle, J718) 
ES J mH. BE, Mg 的 根 节点 次 为 车 即 m(My) = +š = 
2,3,--- ,m(M) + 1. 


51: 4.2. 对 于 地 图 M, + 
Mimra = {Mima Mpsqaty Mah- (4.2.6) 


其 中 ， Mipi = 2,3,---,m(M) + 1, 为 在 M BE: 2313 Kk, k = 
TUM -H1e 成 三 角形 所 得 的 地 图 . H, A 


METan] 


证 对 于 M € Te, 可 通过 压缩 根 边 得 M'， 由 于 M 的 适 约 
PE, M'€ Ta. AT, M 属于 (4.2.7) 式 右 端的 集合 . 

反之 , 对 于 M 为 (42.7) 式 右 端 集合 中 一 元 素 , 因为 M 可 以 由 
某 M' € Tin 通过 璧 分 一 边 得 到 , 从 M' 中 不 会 自 环 可 知 , M € Tn, 


即 (4.2.7) AA MARS. t 
AA, id 
fr(z,y)- $ 2700,00 (4.2.8) 
MET 
和 和 
hr(y) = fr(1,), (4.2.9) 


其 中 mOM) 和 (M) 分 别 为 的 根 节点 次 和 边 数 ， 
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定理 4.2.1 下 面 关 于 了 = f(z,y) 的 方程 


十 22313 ( t =) =0, (4.2.10) 


EF h= fO, y), ER CR zy}, R A ES, PREAH. WA, 
它 的 解 为 f= fr (s.v) 和 h = hx, (u). 


证 由 引 理 42.6, 有 


m(M)--1 
HE Moses 
Mega i=2 
1 — a mM) 

= zy y` 1-z (M) 
MeT4M 
z? 2 h> 一 h> — fa 
zy ——— i-z’ 


其 中 ho = fray) 和 fe = fr (z, Y) 
依照 引 理 4.2.5, 可 得 fa = zy + fof, ha = y + hah. W, 


y 


ha = qj 


fa = r 
将 它们 代入 第 一 个 式 子 ， 经 整理 即 可 得 f = fr, (zy) fü h = 
hs, (y) 是 方程 (4.2.10) 的 一 个 解 
关于 适 定 性 ， 可 用 常 法 递 推 地 论证 . ] 


4F-f-AWH-h-i,W| (42.10) 式 变 为 


(1 — z)HF2 + (z2Y + (1 — z)H)F — sY H = 0, (4.2.11) 


Kp Y = °. 
用 A 表示 方程 (4.2.11) 的 判别 式 ， 即 


A = (z2Y + (1 — z2)H)” + 4(1 — r)’ B2. (4.2.12) 
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车 取 z= 为 Y 的 级 数 ， 使 得 为 A 的 一 个 二 重 根 ， 则 互 和 了 B 


Wim D 2A 
Als-g=0; 元 | -0. (4.2.13) 


32x p. TU ied 6 所 决定 ， " 


_ £ vg. (€-2) 
4£-irB/(u-—8).Wj, (4.2.14) 式 变 为 
2 
B= 73 aoa” H = E 3 28) . (4.2.15) 
这 就 可 以 利用 推论 1.5.1, 得 
n _ 1 n — (1 一 28)(1 m 68) 
pH = ð; ‘Tap - 38% 385 
(4.2.16) 


一 Y (z rne yaoi 1 


2. B d 3e 
其 中 的 算 子 Vii-8577-6857. 经 过 合并 ， 即 可 得 


nf. n-1 i(i + 1)8 (3n — i — 4)! 
n > an(n — i — 1)i(2n — 2)! (4.2.17) 


X Tn22400L,H =2. 


推论 4.2.1 具有 3m + 1 条 边 的 约 化 2- 边缘 近 三 前 化 的 数目 
与 具有 mkA p Reid Bd, m. 且 ， 它 们 之 间 
存在 一 个 1-1 映 象 . 


证 由 于 2- 边缘 近 三 角 化 是 约 化 的 当 , 且 仅 当 , 它 是 适 约 的 ,从 
上 面 的 计数 可 以 检验 度 为 3m. 的 适 约 三 角 化 的 数目 与 度 为 Bm 1 
的 约 化 2- 边缘 三 角 化 蚌 相 同 的 ， 它 们 之 间 的 1-1 RR, se 
4.2.3 看 出 . 1 
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定理 4.2.2 关于 函数 g = 9(z,y) 的 方程 
(1— z)g = z^y?(1-- g) (1-7 d ~ z(1 +g), (4.2.18) 
Ke d = g(Ly), & Pt $ m n 8 $ xev Eu. B, CHR H 
9 = fn P d = fy) 
证 适 定 性 的 证 明 与 前 相仿 ， 这 里 ， 仅 证 明 后 一 个 结论 . 


由 引 理 4.2.4, 有 


_ ¢, (g: — z) zy) 
g = f + 一 一 一 一 一 zy 


其 中 了 = frale y) Hg fruar) (42.89) Stm. 
根据 引 理 4.2.3, 有 g, = zy + eyg 将 后 者 代入 前 者 ， 即 可 得 
h- -2 
Dry l+d 


再 将 这 些 代 入 到 到 (4.2.10) 式 ， 经 化 简 即 得 方程 (4.2.18) R. | 
4G=9+1M D=d+1. WY =°. W|, (4.2.18) 式 变 为 


f = 一 -一 


zyG) + (1- s-z YD)G+z-1=0. (4.2.19) 


用 与 求解 方程 (4.2.10) 式 相 仿 的 方法 ， 可 将 D 和 了 用 参数 
表示 ,使 得 & 为 其 判别 式 对 zx 的 二 重 根 . 然后， 用 代 换 n = 如 ,于 
可 得 参数 表达 式 


Y= qa d = {1 — 25). (4.2.20) 
利用 推论 1.5.1, 有 
aed = Let + 29)?" (1 — 4g) 
- - (82! — 482) (1 + 25)" (4.2.21) 
2nt*i(3ny 


T nl(an + 2)! 
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HFa. 

4 T, = (4, AMT = (12, 72) 是 二 个 平面 三 角 化 . 由 它们 
按 如 下 方式 合成 嚼 一 个 平面 三 角 化 人 = (4,7) RX = 414+ A 
和 了 仅 再 二 个 节点 


te = (ry, oz 09714, Joa ga na), +++, 


Frwy 


are, iris, 
ver = (dri, Ari, `... Jr ón, Bro, 
Jo Gra, ttt „Ja Ara) 
BSF, BR Ja dr]. GET BRA T2 BT, 的 内 2v- fo. xx Tin TO 
RA 内 2u- 加 法 . 并 记 之 为 个 = 754) Ti. 
对 于 平面 三 角 化 的 二 集 台 Ti 和 万 , 令 


Thx T. = [0-4 Tir € TYT € Ta}, 


并 称 之 为 五 到 二 的 内 2v- #z. 一 般 地 , 4 75; = T,i= 1,2,.…, 上 之 
1 AT, id nx) Tax} ex) Ty = TF. H f^, 34 k =1 时 ， 就 是 
了 本身， 从 上 面 所 讨论 的 ， 可 以 看 出 


Ta = >) h (4.2.22) 
¿21 
Ta = Ta + Tax) Ta- (4.2.23) 


推论 4.2.2 2 (078 — 8 h Rib. EX 3m 的 ， 平 面 无 
环 三 角 化 的 数目 为 
and — 07 F. (4.2.24) 
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证 从 定理 4.2.1-2, 直接 可 导出 . ] 


$43 = fi T£. TENE E 


如 $4.1 中 所 述 ， 平 面 近 三 角 化 ， 实 际 上 ， 就 是 在 圆 盘 土 的 三 
AE 车 一 个 平面 近 三 角 化 的 基准 图 没有 割 点 ， 则 称 它 是 不 可 分 
离 的 . 否则 ， 可 分 离 的 . 因为 一 般 不 可 分 离 地 图 允许 有 重 边 ， 那 些 
无 重 边 的 不 可 分 离 近 三 角 化 被 称 为 严格 的 . 在 严格 近 三 角 化 中 , 车 
它 的 基准 图 有 长 度 为 3 的 圈 ， 使 得 去 掉 此 图 上 三 个 节点 后 就 不 连 
递 了 ， 则 称 这 个 图 为 分 离 三 角形 . 若 一 个 至 少 三 个 节点 的 严格 近 
三 角 化 ， 没 有 分 离 三 角形 ， 则 称 它 为 简单 的 . 注意 ， 并 不 意味 简单 
平面 近 三 角 化 是 3- 连通 的 ， 但 简单 平面 三 角 化 ， 不 仅 是 3- 连通 
Wy, Wn Asa ee 4- 连通 的 . 

令 Thos Tt 和 Tom 分 别 为 所 有 不 可 分 离 的 ,严格 的 ， 和 简单 的 
带 根 平面 近 三 角 化 的 集合 . 

对 于 Te, 将 它 分 为 三 类 ， 7172 和 Ts HP, T 仅 由 一 
全 地 图 组 成 ， 即 杆 地 图 Lo. 或 简 记 为 五 = Lo M 7; = (T|T — 
4 为 可 分 离 的 }. 还 是 用 Ra T 的 根 边 e. (T). BK, 73 = (TIT — 
a 是 不 可 分 离 的 }. 


SIE 4.3.1 + Ti, = (T — a|VT € 72). Wi, A 
Tay = "Tos C Tea (4.3.1) 


HOH G21 中 给 出 的 1-5. 

证 因为 对 任何 M € 72,M' = M — e AWA, MIRRA 
M' = MiM: 使 得 由 三 角 性 ， Mi, Ma € Tu. 这 就 意味 M' < 
Tus © Tus. 

反之 ， 对 任何 Me Ths © Tass 由 于 M = M +M, Mi = 
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(46, Z), = (Xa, J2) € Tos, BI PL EL ARX Kr’ 得 地 图 M' = 
(X', ZU, 使 得 X" = X, + X, Kr' 和 7! 仅 在 二 节点 


Up = (r, Bn, Afri, tta Jn) 


和 vae = (6r', Jabra,- , Ja 1673), 6 = af, NSA BR J 不 同 . 
因为 只 有 (6r,.76(0r), (8)? (6r) = (Ur',Bri,r3) 一 个 面 与 M. 
或 M: 的 非 报 面 不 同 ， 且 它 也 为 三 边 形 ， 有 M € Tn. X H + 
M = M' — z = M, i Ms,a' = e,(M') PHA, 有 M € T4. 从 而 ， 
M € Tia. h 


313 4.3.2 4 Tes, = (M — alVM € 74). M, 有 
Tis) = Tus — Tanez: (4.3.2) 
其 中 Ta, 为 Tav F#m 38 0 K E 2 的 地 图 的 集合 ， 


证 因为 对 任何 M E Ts. M! 一 对 一 上 是 不 可 分 离 的 ， 自 然 仍 
为 平面 近 三 角 化 . X, 考虑 到 M 的 不 可 分 离 性 ， M € Tas. 从 而 ， 
M' € Tas — Tu 

Bz, HEH M = (4,9) € Tua — Tas, BAU 32 
Kr! ik M' = (X', 7) 使 得 X = X + Ke! AT DUE LAM A vp = 
(r', B Ir, TET n) Al ves = (ór', For, 77 lóriór)ó = 
of, 处 与 7 不 同 ， 可 以 验证 ， M = M' -ag = e /(M'). AF 
M £ Tans E X, H M € Tos, M -a' LER, PD M' € Ts. 


这 就 意味 ， ME Ts). h 
Ht, PRA fr. = 
fe = V, iyan, (4.3.3) 
M € Tns 
其 中 n(M) 和 s(M) 分 别 为 M BK SH, BRE. id 
fos = Y, Faa” (4.3.4) 


n>2 
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自然 ， Fan > 2, HA y 5p BK. HB, # 
Pa = fne, 
定理 4.3.1 Bk& f = fa 连同 F> 满足 方程 
uf? + (g — 2) f  z?y(z — Fz) = 0, 


其 中 F;  f HB (43.3) 式 和 (4.3.5) 式 给 出 . 


证 首先 ， 由 于 杆 地 图 只 有 一 条 边 且 根 面 次 为 2, 有 


fr, = xy. 
fus. X$ To, 利用 引 理 43.1, 得 
fr, = z P. 
进而 ， 对 75, 利用 引 理 4.3.2, 即 可 得 
fn, = E (f — z P). 
HI T f = fr. + fr + fr, JÁ (434-9) 式 有 


f = z22y + £f + E(f- z°F,). 


经 过 用 z RIP MAHAR, BATS (43.6) X. 


4 D AA (43.6) 的 判别 式 ， 即 
D = y? — 2yz + (1 + Ay? F5)z? — 425, 
基于 定理 1.4.1, 可 以 将 D 写成 形式 
D = (y + uxz)2(1 — uz) 


= y! + (yu — y'v)s 
3 


+ (u? — 2yuv)z? — 2oz3， 


(4.3.5) 


(4.3.6) 


(4.3.7) 


(4.3.8) 


(4.3.10) 


(4.3.11) 
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SOF u M o 383 y BR. 
比较 (43.14) 式 与 (43.11) 式 中 z 同 乔 项 之 系数 ， 即 可 得 如 
下 参数 关系 式 ， 


2yu 一 yv = —2y, u2 = Ay, 
u? — 2yuv = 1 + 4^ Fo. (4.3.12) 
Bist, $ (4.3.32) 式 中 的 前 二 个 ， 有 
_w(ut+l) _ 2(u+1) 
yg (my 
基于 定理 43.1, 将 (43.11) 式 中 的 Vi 一 vz 展开 为 oz MER 
数 ， 得 


(4.3.13) 


fas = al -y + (g zu) (1— Alva))}, 


A(uz) = > oe ai: (A.3.14) 


4 8-u-1. W, (119 REM 
20 


8 = oe a yi? = (4.3.15) 
Auk, y-c-ur-y-—(1—8). 代入 (4.3.14) 式 ， 即 得 
fs = 5-{20- (v~ (1 - 8)2)A(va)} 
m—1 z" 
-D Bm-1(1 — 0) — Byyv "x 
_ (2m - 2) 
Bm = 22m-1ml(m — 1) (4.3.16) 
利用 推论 1.5.1, 有 
y" = gp Amo m, 
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2 3 
(1-6) = P» r Kura T, 


2m-+k+1/(3k ~ m — 1)! 


mk == RR ml ` (4.3.17) 
从 而 ， 将 (4.3.17) KALA (4.3.16) 式 ， 即 可 得 
fhe 一 > Fa (m, k)z"y Sk—m 
F,,(m,k) = 2k-™+2(9m — 3) (3k — m — 1)! (4.3.18) 


Chile -m+ fm -JIP ` 


对 于 T€ Te. 或 记 T- T'(ei,e2,:- e, eu? = 1,2,+-+,€, 为 
T «p Erf tx. E Mi, Mase, Me € Tus. 4 T(M,, Ms, ---, M.) 为 
在 工 中 将 边 e 用 M; 代 者 所 得 地 图 ，“， = 12,6 


引 理 4.3.3 设 74(7,,,) = (T(M1, Ma, +, MAM: € Thess 
i=1,2,---,e}. Ki , * 


Tos = Ta(Tos,) + Treas (4.3.19) 


其 中 Tç, 为 T 中 所 有 2- 边缘 地 图 的 集合 . 


证 首先 ， 申 三 角 性 和 不 可 分 离 性 ， 易 看 出 (4.3.19) 式 右 端的 
集合 是 左 端 的 一 个 子 集 . 

然后 ， 对 任何 M € Tas 一 Tow, 若 有 二 边 el 和 es 具有 相同 的 
二 端 ， 且 不 再 有 这 样 的 二 边 tb1, ba) Z (e1,e2) 使 得 它 的 内 部 包 合 
前 二 边 之 内 部 ， 则 称 (e1,e2) 及 其 内 部 形成 的 M 的 2- WRT MA 
为 MX. M 中 每 个 极 大 的 2- 边缘 子 地 图 ， 均 用 一 边 代替 
所 得 的 地 图 为 M", 则 M © Tu. 从 而 ， 由 于 这 些 极 大 2- 边缘 子 地 
图 全 是 不 可 分 离 的 ， 就 有 M € Talan) 这 又 意味 (4.3.19) 式 左 
端的 集合 为 其 右 端的 一 个 子 集 . h 
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为 简便 ， 取 fat = fot (2, y) = fn (z,y) 为 Ta 的 如 (4.3.3) 式 所 
示 ， 以 根 面 次 与 度 为 参数 的 计数 函数 .由 引 理 4.3.3 有 


fos = fs (z, F2) + 2? Fo. (4.3.20) 


定理 4.3.2 BK fa 具有 如 下 之 显 式 : 
tat = > F,.(m, t)z"z stom, 


>3 
tba 1 


_ Pm — 3 2m(4t — 2m - 1)! 
Fy(m,t) = ( m Jue cup (4.3.21) 
Ke z= FH (434-5) 所 确定 ， 
证 由 于 > F, J, (4.3.12-13), 有 
3 
LIÉ a. er Dt ay (4.3.22) 


l-r3u 


以 作为 参数 ， HE y MD z iS 
H (4.3.20) 式 和 (4.3.16) £, ERB u —0— 1, 有 


fa + z2z = — > (== muU" — + Peg") g", (4.3.23) 


2 
m22 


H (4.3.22) 的 第 一 式 和 (4.3.13) 的 第 一 式 ， 有 


mm , (TUG rur + Bu) 
v"z uim 


uy m (—1)m(1 + u)”-1(1 + 36)” 


y Quim (4.3.24) 
* 
l+w 
w= —-—. 
u 
则 ， 有 


yz" = w™(2—w)™, 
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16 


— 3 
(Qu) 
yum m (2 _ w) yt 
一 = 一 全 一. (4.3.25) 
利用 推论 1.5.1, 即 得 
22t!m(4t ~ 2m — 1)! 
D-ihG--«uü-- 707 
uvm! T 22^—2(3 一 2m)(4t — 2m)! Qm 4.3.26) 
y Md | Gt m) — m+ 0) . (3. 
从 而 , 将 (4.3.26) 式 代入 (4.3.23) 式 , 由 (4.3.16) 式 , 即 可 得 (4.3.21) 
x. h 
E Ta, 为 所 有 带 根 严格 平面 三 角 化 的 集合 ， 则 有 
B =a. = Y, u, (43.27) 


MET, 


为 fa 中 23 的 系数 . 

对 于 M € Toms & MU) 为 所 有 那些 将 M 的 一 部 ， 或 全 部 
非 根 面 ， 自 然 为 3 边 形 ， 用 Te, 中 的 一 些 地 虱 代 替 ， 而 得 到 地 图 
的 集合 . 且 ， 记 


Tem (Tots) = Ü MG). (4.3.28) 


METam 


38 4.3.4. + Lo fs To 4o SLE 3 m 5 = POLI. 或 分 别 
由 各 自 组 成 的 集合 . M|. A 


Tat — (Lo, To} = Tomt Tota) — Tatas (4.3.29) 


其 中 Ta (Ta ) 由 328) X5. 
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证 对 任何 M € T4, M £ Lo, R To, + Ti, T2, AM 
中 的 所 有 极 大 三 角 化 子 地 图 ， 即 既 不 是 M 本 身 也 不 是 入 HEH 
化 子 地 图 ， 使 得 没有 任何 的 三 角 化 子 地 图 真 包含 它 ， 因 为 任何 二 
个 三 角形 不 是 无 公共 内 点 就 是 其 中 一 个 骤 盖 另 一 个 ,可 以 在 M 上 
将 五 = 1 2… 4, 均 用 三 边 形 面 代替 ， 得 地 图 M e him. BR, 
M' Z Ta. BRR, M g Tea 从 而 ， M © Te a CTa,) — Tata 

反之 ,对 任何 M € Tas) — Tats, 因为 Tom 中 地 图 至 少 有 三 
个 节点 ， MZ Lo 自然， M Z To. X, 由 Ta, 中 地 图 的 严格 性 ， 
Al Ton 中 地 图 的 简单 性 ， M 不 含 重 边 ， 且 是 不 可 分 离 的 . 从 而 ， 
M € Ta — (Lo. To}. t 


对 任何 M € Tas; 可 以 看 出 有 如 下 的 关系 式 : 
3t(M) +n(M) = 2s(M), (4.3.30) 


Kb (OM). n(M) 和 8(M) 分 别 为 M 的 非 根 面 数 , 根 面 次 和 度 (ED 
边 数 ). BRE, (4.3.30) 式 对 任何 近 三 角 化 {不 一 定 是 平面 的 ) 均 
成 立 . 

ME, FEAR 


9sm = > gn (M) (M) 
METem 


由 (4.3.30) st, dj 


fam = > gM) yM) 
METem 
> QM) Se 


METem 


= Y (egy On (yay n 


M €'Tem 


= gz V. Vy). 
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这 就 意味 ， 
Jam = fool Fe. vz) . (4.3.31) 
定理 4.3.3. 计数 西数 fa 和 fom C BUM K t f XX 


[a = z2y + Fy? + fin( 路， ~ Fy? +) - z* Fs. (4.3.32) 


其 中 ， Fy (4327) 式 给 出 . 


证 由 (4.3.29) RA (4.3.31) Ñ, EIE SS Tu, HF 
MH, SMS M € Ta 的 a(M) 以 3, 和 根 面 边界 上 的 每 边 均 赋予 
s(M) 以 1, 就 有 


fat = fx, tfe fm( Z i) — z F3, (4.3.33) 
F33 


其 中 fr 和 f. PHASABRAS HMA. H. Ef 
分 别 为 z3y3 和 z2g%、 从 而 ， 由 (43.33) 式 即 得 (4.3.32) 式 . h 


由 (4.3.22) st, (4.3.28) 式 ， (4.8.25) 式 或 (4.3.26) 式 ， 有 


wu2-w? , w1-w) 
"A cCB- —— 
和 
fa mz = M P,,(w)—, 
m3 
m-l(2— w)"  w"(2-wy" 
P, 一 2 e" (2— wy 一 一 一 一 一 一 上. 4.3.34 
(w) ( Bo, Bi ) (63:34) 
令 
z= ,glipt. (4.3.35) 
F3 y 
m, E 
Puy (4.3.36) 


和 
Aw(1 — w)? -a 
Bw 
Dc: 
m>3 

= (1 = o)” (m — 2mw + 3w) 
Ont) = K G =o) 
_ml(m - 2)! 


Km = yarim — JE 


(4.3.37) 


则 ， 有 
P= ( - $Y (4.3.38) 


_ $ — 9). 
(+42 - 


t > om (5 + ora (4.3.39) 


利用 推论 1.5.1, 将 Qm( 2%) 展开 为 下 的 需 级 数 ， 经 整理 ， 即 可 得 


fam 一 一 十 e(1 _ ó)? -3 


fom = zŠ + >` Fs, jay” 
了 之 了 
十 > F gm, 


m24 
j2m-1 


Fis = A 9, GF DA 
1<;<$í 
(33-20-58) — 
Qi-30-3-0)^'2^ 
(3j — 2m — 1)!(2m — 4)! 
(m — 1)i(m — OIG — m + 1) (2j — m)! 


Au 


m (4.3.40) 
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84.4 射影 平面 三 角 化 


首先 ,看 一 看 在 射影 平面 上 的 , 最 小 的 三 角 化 地 图 是 什么 样 的 ， 
因为 这 种 地 图 的 度 必 能 被 3 整除 ， 度 为 3 的 地 图 ， 仅 有 二 种 可 能 
的 出 现 方 式 . 它们 的 阶 均 为 2. 一 个 是 由 一 个 自 环 与 一 个 二 重 边 组 
成 . $ Keo 为 这 个 自 环 ， Kz, M Krs 形成 一 个 二 重 边 .确定 它 
的 置换 为 Py = (z1,22,73, B82x9)(Bz1,0Bza). 另 一 个 的 三 条 边 是 一 
个 为 杆 ， 其 他 二 个 为 自 环 ， 令 Kr A. BA, Kao Al Kay ËJ 
为 自 环 ， 确 定 它 在 射影 平面 上 的 置换 为 


P, = (fBxy)(z1, 22,23, 923, 6823). 


可 以 验证 ， 它 们 均 为 射影 平面 上 的 三 角 化 ， 

对 于 射影 平面 上 的 近 三 角 化 , 自然 只 有 一 个 面 的 , 是 最 简单 的 ， 
可 以 看 作 是 退化 到 没有 三 角形 面 的 情形 ， 它 们 当中 ， 最 简单 的 当 
39 La = (Kz, (z, Bz)). Æ 81.1 中 曾 提 到 过 . 而且 ， 还 可 以 看 出 在 
射影 平面 上 的 任何 地 图 的 基准 图 都 不 会 无 图 。 由 定理 1.1.3( 或 称 
X Euler ÒR), 因为 任何 单 图 图 都 有 它 的 度 等 于 它 的 阶 ， 在 射影 
平面 上 ,一 个 地 图 只 有 一 个 面 当 , 且 仅 当 ， 它 的 基准 图 是 单 图 的 . 
如 果 在 射影 平面 上 只 考虑 基准 图 无 则 点 的 地 图 ， 则 在 射影 平面 上 
的 单 面 地 图 的 基准 图 只 能 是 一 个 图 本 身 . 

这 里 ， 为 方便 ， 所 有 地 图 均 假定 没有 一 个 子 地 图 与 

IL, = (Ke, (z, eBz)) 

mH. 

引 理 4.4.1 4 H(z) 5 ÑE 7 E L £ REAM EHD 
的 以 度 为 参数 的 计数 函数 ， 划 ， 有 


T 


H(z) = l—z' 


(4.4.1) 


HH DE REILISESE LES 
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证 由 一 个 一 在 射影 平面 上 媒 入 的 唯一 性 ， 即 可 得 引 理 之 结 
论 . ü 
M 为 射影 平面 上 的 一 个 单 面 地 图 ， 则 可 以 将 它 表 示 为 


k k 
M = (U Kea (z, Bz) [zs 82i). (4.4.2) 


t=1 i=2 
由 引 理 4.4.1, 它 的 基准 图 为 一 个 长 为 的 图 ， 它 的 面 为 


f(M) = ($1,223, - * `, £p, 071, 023,7 ° ` EK), (4.A.3) 


即 一 个 2k- 3E. 

一 个 三 角 化 ， 若 它 有 一 个 Hamilton MENS TRL, WHE 
X IH- = ñ ik. 一 般 地 ， 一 个 地 图 ， 若 它 有 一 个 Hamlton MWEN 
影 平面 上 ， 则 称 它 为 1H- 地 图 . 

4 M 是 一 个 IH- 地 图 . 由 M 是 在 射影 平面 上 ， 实际 上 ， 
是 其 上 的 一 个 Hamilton MAG. 在 射影 平面 上 ， 若 将 所 有 不 在 
Hamilton 图 的 边 去 挤 ， 则 所 剩 下 的 就 是 一 个 单 面 地 图 ， 对 一 个 不 
可 分 离 的 外 平面 地 图 ， 车 可 以 将 其 上 的 Hamilton Bed (4.4.3) 
式 所 示 一 个 面 的 边缘 ， 然 后 回复 所 有 不 在 这 个 圈 上 的 边 ， 如 此 所 
得 的 地 图 被 称 仇 一 个 边缘 地 图 . 

一 个 地 图 M, 若 能 将 其 上 的 Hamilton 图 变换 为 如 (4.4.3) 5X 
之 形式 ， 然 后 将 (44.3) 式 中 前 万 个 ereer 分别 用 mum. 
所 代替 .回复 所 有 不 在 Hamilton 圈 上 的 边 ， 则 所 得 的 地 图 被 称 为 
M 的 3M m. 

53 4.4.2. 一 个 地 图 是 IH- MBS, HRY, CHUB 
是 根 面 次 为 偶数 的 ， 不 可 分 离 的 外 平面 地 图 . 

证 必要 性 可 从 上 面 的 讨论 直接 导出 . 

只 需 证 充分 性 . VEM 的 边缘 地 图 为 一 个 根 商 次 为 偶数 的 不 可 
分 离 外 平面 地 图 ， 首先 由 不 可 分 离 性 与 外 平面 性 可 知 ， 其 根 面 边 
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界 是 一 个 Hamilton Bl. 然后， 通过 将 Kr, 与 Kz; i = 1,2,---,k, 
合并 为 一 条 边 ， 仍 记 为 Kzi, 将 边缘 地 图 回复 为 地 图 M, 则 由 根 面 
边界 得 到 的 , 在 M 中 形成 一 个 Hamilton Bl. 而且, CAA (4.4.3) 
式 之 形式 . 故 ， 在 射影 平面 上 ， 又 ， 由 于 M 比 其 边缘 地 图 ， 少 天 
Fii, De 个 节点 和 少 一 个 商 ， 从 而 M 的 Euler RER EEN 
边缘 地 图 的 少 1. 由 外 平面 性 ， M 只 能 为 射影 平面 上 的 地 图 . A 
jt, M 是 一 个 IH- 地 图 . t 


4 Tia 为 所 有 IH- 三 角 化 的 集合 . 基于 引 理 4.4.2 可 知 ， 在 
Tin 与 TZ 之 间 有 一 个 双 射 ( 即 1-1 HR). 其 中 ， 
Te = 》 Tora’ (4.4.4) 
i22 
使 得 Ton ARTE E 2i 的 ， 所 有 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 的 集合 ， 
i > 2. 


引 理 4.4.3 + fia(y) 为 IE- 三 角 化 以 度 作 参数 的 计数 函数 
和 folz y 为 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 以 根 面 次 ， 相 应 Zz ,和 不 在 
RORRLYHRE, Ey 作 夫 数 的 计数 函数 ， 则 ， 有 


tin(y) = fari VY) — yE, (g), (4.4.8) 
其 中 Fly) € faln) HERR z2 Zú A. 


证 由 引 理 442 的 证 明 过 程 可 知 ， 根 面 次 为 2i 的 不 可 分 离 
外 平面 三 角 化 ， 唯 一 地 确定 在 射影 平面 上 的 一 个 IH- 地 图 ， 且 注 
意 到 ， 外 平面 三 角 化 根 面 边 界 上 ， 二 条 边 决定 iH- 地 图 中 的 一 条 
边 . 再 考虑 到 ,这 个 根 面 边 答 至 少 要 有 4 条 边 ， 如 (4.4.4) 式 所 示 ， 
即 可 得 (4.4.5) 式 . ‘4 

4 g(z. y) 为 外 平面 三 角 化 ， 以 根 面 次 和 不 在 边 面 边 界 上 的 这 
的 数目 ， 它 们 分 别 相应 z 和 v, 作 参 数 的 计数 函数 ， 注 意 ， 这 里 ， 
杆 地 图 闪 为 外 平 而 三角 化 ， 但 节点 地 图 则 除外 . 
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338 4.4.4 BH foor(z.y) 与 g(z,y) 之 问 有 关系 : 
g(a, y) = z2(1 + g{z,y)}? 
+ fron (2 {2 + o(2,9)},9); 


其 中 ofus(r.y) 和 gry 分 别 是 不 可 分 离 和 一 般 外 平面 三 角 化 的 
以 根 面 次 与 不 在 根 面 边界 上 的 按 数 为 参数 的 计数 函数 ， 

证 著 一 个 外 平面 三 角 化 的 根 边 为 割 边 ， 则 去 掉 此 根 边 后 得 
二 个 外 平面 三 角 化 . 注意 到 节点 地 图 不 算 外 平面 三 角 化 ， 和 根 边 
在 根 面 次 中 提供 2, 就 有 (4.4.6) 式 右 端的 第 一 项 ， BM, 它 总 本 以 
视 为 在 根 边 所 在 的 . 不 可 分 离 片 的 根 面 边 界 上 的 , 模 节 点 处 , 与 一 
般 外 平面 三 角 化 的 1- 和 ， 这 就 导致 (44.6) 式 右 端 的 第 二 项 ， 5 

设 M 为 一 个 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 ， 则 由 不 可 分 离 人 性， 有 


m(M) = n(M) + 3, (4.4.7) 


(4.4.6) 


其 中 mM) 和 n(M) 分 别 为 M 的 根 而 的 次 和 不 在 根 面 土 的 边 的 
数目 ， 这 就 使 得 可 以 只 讨论 forle) 而 不 必 考 虑 fsor[z. y). 
WA, WARE, f= forle) 满足 方程 ， 


1 
f = zi T sf (4.4.8) 
其 中 , 右 端 的 第 一 项 为 杆 地 图 所 贡献 的 ,而 第 二 项 , 则 是 反映 去 掉 


根 边 后 , 一 个 不 可 分 离 外 平面 地 图 , 不 包括 杆 地 图 ,总 是 二 个 不 可 
分 离 外 平面 地 图 的 1- 和 |. 


由 此 ， 即 可 得 f 
f=3(1— Vi- ie) (4.4.9) 
将 其 中 之 根 式 做 Taylor 展开 ， 经 整理 后 ， 有 
_ (2m — 4)! m 
f= > (m-i1)m-2) ' (4.4.10) 
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AE, REKA n> 2 的 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 的 数 是 为 


(2n — 4)! 


mie m (44.11) 


OF fs (z) = 
定理 4441 KAn(BR, n = O(mod 3)) 的 iH- 三 角 化 的 
数目 为 


(n)! 


CESENA (4.4.12) 


Tig(n) = 


HF n> 3. 


证 设 m 为 一 个 IH- 三 角 化 在 其 Hamilton BE 3938. H 
(4.4.7) £, f n = m+ 2m —3 = 3m — 3. 从 引 理 4.4.3 中 的 (4.4.5) 
XX, 4 Tra (n) = 027 fo (z). Bk, H (4.4.11) 式 ， 即 可 得 定理 之 结 
it. t 


对 于 一 个 地 图 M, 不 是 在 平面 上 ， 根 据 Jordan 定理 的 多 面 形 
形式 [Liu58,$4.2), 存在 一 个 圈 C 使 得 M — C 仍然 是 连通 的 .这 样 
D C RRA 本 质 的 ， 

车 一 个 地 图 M 有 形式 M = Mi+Ma, 使 得 M, M; HAM 
图 ， 则 称 它 是 ARAS. 节点 v = M, mn Ma 被 称 为 M FS. 对 
FORME. CARH, ERS, CH TDR, MRA. 
自然 ， 一 个 地 图 ， 车 它 无 辟 点 ， 则 称 为 不 可 辟 分 的 . 一 般 而 言 ， 不 
可 臂 的 地 图 允许 有 重 边 和 / RAAH. 

4 C = (Kri, Kz5,-.-, Ka) 为 射影 平面 上 ， 地 图 M 的 一 个 
ARB. M, AM 中 去 掉 所 有 不 在 C 上 的 边 所 得 地 图 C) 的 对 
BER aC) 只 会 一 个 节点 ， 即 


nC")=( U Kz,,J), 


J = (21,22,:-7-,21,021, GT2 HN). (4.4.13) 
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EMK (Bri frn --, 6x, zi. Bz2), 6 = o. WME, A 
ROBBER. 
地 图 (C). 或 者 说 v(C*) 的 对 偶 地 图 ， 的 基准 图 就 是 圈 C + 
身 . 
现在 ， 可 以 引进 地 图 OM’, RAM M 的 1B- 地 图 , 它 的 
面 的 集合 为 M 的 面 的 集合 F(M) 与 uC) 的 面 集 Flac) Z 
Jt. (B, 其 中 要 用 到 代 换 Kå = {z afn penapi} 和 KE; = 
(uari 82;,082;} Xbi-12,,-, ms. BRE, F(aC) 仅 由 
一 个 面 


fo = (af, af2, +--+, OR, i Fo... Er) (4.4.14) 


组 成 ， 这 个 面 被 称 为 M" 的 边缘 . 


引 理 4.4.5 ”对 任何 一 个 在 射影 上 的 地 图 ， 所 有 它 的 1B- 地 图 
全 是 平面 的 . 


it 令 M 是 射影 平面 上 的 一 个 地 图 .对 M 的 任何 一 个 IB- 
地 图 M', 可 以 看 出 它 的 阶 与 度 之 差 与 M 的 阶 与 度 之 差 相 同 ， 而 
A, M 的 面 数 比 M 的 面 数 多 1 又， 因为 M 是 射影 平面 上 的 ， 
CH Euler 示人 性 数 为 1, 有 M' 的 Euler 示 性 数 为 2, BD. M" 是 平面 
地 图 . h 


ET ABA 3 LE B= HAA. B)512 4.45 4n, MAER 
IB- 好 图 均 为 平面 近 三 角 化 . 而且 ， 它 的 每 一 个 的 根 面 次 均 为 偶 
数 . 

对 于 射影 平面 上 的 一 个 地 图 M 的 一 个 IB- 地 图 M", 由 M 
的 平面 性 ， 总 可 以 将 它 的 面 给 以 定向 ， 使 得 不 在 边界 上 的 每 一 条 
边 恰 用 两 个 不 同 的 方向 ， 耐 边界 上 的 边 则 全 是 一 个 方向 ， 即 得 一 
CH I) HB. 

相应 地 , 在 M E, 总 有 一 种 给 面 的 定向 , 使 得 每 一 条 不 在 本 质 
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图 上 的 边 均 用 二 个 方向 ,而 在 本 质 图 上 的 每 一 边 ， 均 用 同一 方向 ， 
且 所 有 本 质 财 上 边 的 方向 均 粗 同 . 从而， 得 一 个 有 向 圈 ， 

一 个 带 根 地 图 ， 若 伴随 这 样 一 种 定向 ,就 称 之 为 面 定向 的 . 两 
个 面 定向 的 地 图 同 构 当 ， HRS, 在 它们 之 间 存 在 一 个 同 构 , 使 得 
它们 的 本 质 圈 相 应 . 


引 理 4.4.8 E Tic, 是 在 射影 平面 上 , + 52 B W RARE 
角 化 的 所 有 iB- 地 图 的 集合 ， 和 Toa, 为 所 有 根 面 的 次 是 2; PE 
的 不 可 分 离 平 面 近 三 角 化 的 集合 ， 虽 ， 有 


Tis = P, Tas: (44.18) 


i22 


证 从 上 面 所 讨论 的 , 可 以 看 出 (4.4.15) 式 左 端的 集合 是 右 端 
集合 的 一 个 子 集 ， 

反之 ， 对 任何 一 个 地 图 M, 属于 (4.4.15) 式 右 端的 一 个 集合 ， 
如 Tonto, i 之 2. 可 以 按 以 下 方式 ， 将 它 变换 为 在 射影 平面 上 、 面 定 
向 的 三 角 化 M. 首先 , 把 根 面 边 界 上 的 边 依循 环 序 标 为 ， (nca, 
Us 2621,22," 2) 然后 ， 把 相同 标记 的 边 逐 对 合 而 为 1, 得 M" 
上 的 一 个 本 质 图 (x1, 22,……,2i), 由 于 M 是 不 可 分 离 的 ， 有 M 是 
不 可 辟 分 的 .容易 看 出 ， 对 为 M 的 IB- 地 图 . 这 就 意味 ， 
M € Tia s AM, (4.4.15) 式 右 端的 集合 为 左 端 的 一 个 子 集 . h 


令 f= ,是 射影 乎 面 上 面 定向 的 、 不 可 壕 分 的 、 三 角 化 


ifot 


的 、 以 度 为 参数 的 计数 西数 ， 记 


f = 》 Fre((n)g", (44.16) 
n>3 
其 中 Fi (n) 为 射影 平面 上 、 度 为 n 09. TAB, EE m BO 
三 角 化 的 数目 ， 
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定理 4.4.2 3n 23, 有 


L=] k—2i+2 . 
P 2k-5 4—3 
Fitot (n) = > ( ) Das 


2i- 2 2i -1 


(n — 2i — 1)! 


Dai = kk — 94 + 1)! 


(4.4.17) 
其 中 2<i< | 时 3|, n= 3k, k > 1. 


证 由 于 在 射影 平面 上 . 不 可 臂 分 的 、 面 定向 三 角 化 . 与 根 面 
次 为 偶数 的 、 带 根 不 可 分 离 平面 近 三 角 化 ， 对 应 之 唯一 性 ， 以 及 
反之 亦 然 ， 根 据 引 理 4.4.6, 可 以 利用 (4.3.8) R. 考虑 到 边 数 给 定 
之 下 ， 根 面 边 界 最 长 的 为 外 平面 三 角 化 ， 利 用 不 可 分 离 外 平面 三 
角 化 ， 根 面 次 与 不 在 根 曾 边界 上 ， 边 的 数目 之 关系 (44.7) AX, E 
(4.3.18) 式 中 项 的 适用 范围 ， 即 可 导出 (4.4.17) 式 . h 


$4.5 环 面 三 角 化 


先 看 一 看 在 环 面 上 的 最 小 的 地 图 是 什么 样 的 ， 根 据 Euler 2: 
x ( 即 定 理 1.1.2), 环 面 上 的 地 图 ， 必 至 少 有 二 条 边 在 不 同 的 图 上 . 
用 Mo 表示 阶 为 1 的 具有 二 条 边 的 在 环 面 上 的 地 图 ， 则 它 的 基 
准 图 为 一 个 节点 带 二 个 自 环 ， Mo 的 对 偶 地 图 为 Mj = (Ka U 
K25,(21,0822,0821,22)). 车 将 一 个 新 边 天 zs 添加 到 Mj E, W 
得 两 个 地 图 M 和 和 Mx. Hoh, Mi = (Kai UKz2UK zs, (zi, za, 22, 
21, 025,622)) fil 


Mo = (Kai U Kr U Ks, (21, 72,23, 6074, 072, 673)). 


RE, ó—oB. 容易 验证 ， Mi 和 Ma 为 环 面 上 的 三 角 化 . 实际 
上 ， 它 们 在 带 根 的 意义 下 ， 也 是 相同 的 ， 
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对 于 环 面 上 的 一 个 地 图 M, 根据 $1.1 中 所 建立 的 基本 理论 ， 
可 通过 去 掉 在 二 个 面 公共 边界 上 边 的 办 法 ， 直 到 所 得 的 地 图 只 有 
一 个 商 ， 记 之 为 M. 它 的 对 偶 M, 在 拓扑 等 价 的 意义 下 ， 有 如 下 
形式 : 
M” = (Kro U Ke U Keo, Ja), 


Ja = (zo, T1, £2, G zo, a921, x03) (4.5.1). 


M" E (Kro U Kz: U K23, Z), 


Sy = (20,21, £2, 0820, nz, a 821), (4.5.1) 


其 中 zo, zl 5 24, 一 般 而 言 ,全 是 路 . 其 中 之 一 可 以 为 自 环 ， 或 图 . 
(4.5.1), 式 ， 实 际 上 与 M3 拓扑 等 价 ， 这样 的 地 图 M" 被 称 为 
M 的 1- 32 + b, B1. 

另外 ， 也 许 会 注意 到 所 有 上 有 述 的 地 图 中 ， Mo BANE. 而 
其 他 全 不 是 . 

如 果 一 个 地 图 ， 它 的 一 个 支撑 子 地 图 的 基准 图 ， 拓 扑 等 价 于 
由 三 条 平行 边 【 收 无 公共 内 节点 ) 组 成 , 则 可 称 它 为 9- 地 图 , ER, 
其 中 之 三 条 路 中 允许 都 是 圈 或 自 环 ， 如 (4.5.1), 式 所 示 的 地 图 . 由 
于 它 是 在 环 面 上 ， 不 允许 有 二 个 轿 或 自 环 没有 公共 的 节点 . 

对 于 一 在 环 面 上 的 地 图 M, > B = B(M) M 的 一 个 1- 基 
子 地 图 . Wu, BU BAMA M 上 切 开 而 得 到 的 地 图 , 被 称 为 M 
的 18- 地 图 . 所 谓 在 地 图 M = (4,7) 上 沿 一 边 Ke mr, 是 指 将 
M 变换 到 M = (XX',J') 的 运算 . Ap, xY'-(x-Kz)- KzrKi, 
Ki = {z, o£, pr, aß?) Al Kz = [f,o0r,82,08z), 使 得 7’ 仅 在 二 
节点 Va = (m, b, Jjrze,J lz) 和 


Vas = (e Rš, Jafer, m J^ lafiz, afr) 
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处 与 7 ABL HET v 处 的 二 边 Kx 和 Ky, v = vgs = vy, 
HW. RAH M W Kz 和 Ky 切 开 得 M 后 ， 再 将 所 得 的 节点 
va. 变 为 二 个 节点 vg, 和 uz, Y M 变 为 M" = (4", 7"). 其中， 
a" = XM J" 仅 在 节点 vf, = (opt, T'ap,- Jy, y) 和 
vy = ($,J'd.-, J' ap), 这 里 T' aft = af, 处 与 J' 不 同 . 
可 见 ， 治 着 一 个 子 地 图 的 边 切 开 ， 就 是 沿 一 边 切 开 和 沿 一 节点 处 
二 边 切 开 运算 的 合成 . 由 于 在 M 的 1B- 地 图 M' 中 , 面 数 比 M 的 
多 1 和 节点 数 与 边 数 之 差 也 比 M 多 1. 从 而 ， 由 可 定向 性 不 变 ， 
M' BS k M 小 1, 即 M 为 平面 地 图 . A, M 中 那个 与 M 
WEARS. mx m. 

至 于 在 环 面 上 的 三 角 化 ， 诚 与 射影 平面 上 相应 的 TH- 地 图 不 
HA, 6 三 角 化 可 以 有 不 同 的 1- 基 子 地 图 . 若 环 面 上 一 个 带 根 
三 角 化 ,有 一 个 工 基 子 地 图 被 特别 标示 ， 则 这 个 三 角 化 被 称 为 基 
定向 的 , 或 简称 基 的 . 环 面 上 两 个 基 定 向 的 三 角 化 ， 若 它们 之 间 存 
在 一 个 同 构 ， 使 得 被 标示 的 基 子 地 图 相应 ， 则 视 二 者 无 异 . 

在 这 里 ， 应 指出 ， 所 有 地 图 均 视 为 没有 一 个 子 地 图 与 自 环 地 

L, = (Kz, (z, afz)) 


闻 构 自然 ， 这 样 作 是 不 会 失去 一 般 性 的 ， 


82] 4.5.1 在 环 面 上 一 个 三 角 化 是 乡 地 图 当 ， 且 仅 当 ， 存 在 
下 的 一 个 1- 基 子 地 图 ， 使 得 T 的 1B- 地 图 是 一 个 个 阶 ， 至 少 为 
4, 的 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 . 


证 由 上 面 讨论 可 知 ， 必 要 性 成 立 ， 反之， 由 不 可 分 离 性 ， 总 
可 假设 了 的 1B- 地 图 T 的 边缘 为 长 2k BUB, k 22. 且 依 循环 
序 ， 记 此 图 上 的 边 相 应 如 下 形式 (其 他 形式 可 相仿 地 讨论 ): 


(z1,22,:::, Z4, 0821, Olga, -- ,afizy), (4.5.2) 
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其 中 zl AR, KE; = (z505;,82;,o02;) 和 K2; = (2, 02, Pit, 
afiz;), i=1,2,... k. 通过 将 Ke, 与 KK$; 合 二 为 一 Ke; = (z, 
azi, Bri, oz), 即使 2 = fi, oz; = odi, Bz; = på: 和 afr; = 
ei; i = 1,2,-.. 或 者 说 通过 切 开 的 道 运算 ， 同 时 取消 了 也 
(4.5.2) 式 表 示 的 面 ， 因 其 余 的 面 皆 三 边 形 ， 所 得 地 图 T 为 一 个 三 
角 化 . X, THEKE T IAT HAAR LAZEE T 
Yl, 由 可 定向 性 不 变 , 有 T 的 亏 格 比 T' 的 亏 格 大 1. 因为 是 
平面 的 ， 可 知 了 是 在 环 面 上 ， 再 考虑 到 将 Kzi, i =1,2,---,k, Hl 
开 所 成 的 子 图 之 对 侦 的 (4.5.2) 式 与 (4.5.1), 一 致 ， 故 了 JE 0- 地 
B. h 


对 任 一 不 可 分 离 的 外 平面 三 角 化 ， 它 的 阶 为 至 少 是 4 的 偶数 ， 
其 边缘 如 (4.5.2) 式 ， 问 有 多 少 种 方式 可 用 来 形成 环 面 上 的 基 三 角 
化 ? 

注意 到 (4.5.1), AM (4.5.1), 式 两 种 形式 ， 有 二 种 可 能 性 要 考 
IBS 一 个 是 求 将 x1,2x2,… ,zz 划分 为 二 个 相继 段 ， 即 二 段 线性 序 
之 方式 数 ， 因 为 每 段 至 少 有 一 个 元 素 ， 则 共有 上 一 1 种 方式 . 另 一 
个 就 是 确定 将 x1, xz2,… ,zk 划分 为 三 个 相继 段 的 方式 数 ， 这 个 数 
自 ， 实 际 上 ， 为 从 一 1 个 位 置 中 任 取 二 个 的 方式 数 ， 即 


(7) 
> | 
38 4.5.2. 对 一 沾 阶 为 2k, k > 2, 的 不 可 分 离 外 平面 三 角 化 
Ty 在 环 面 上 有 
(i) 


个 不 同 的 阶 为 下 的 基 引 -三角 化 以 Ty 为 它们 的 一 个 1B- 地 图 . 


证 由 不 可 分 离 性 ， 外 平面 三 角 化 之 外 面 (或 根 面 } 为 一 图 , 总 
可 写 为 如 (4.5.2) 式 所 示 . 根据 (45.1), 式 和 (4.5.1), 式 ， 分 别 相应 
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Té z1,22;… ,zx 划分 为 三 个 相继 段 ， 和 二 个 相继 段 的 情形 , 由 上 
面 所 讨论 的 可 知 ， 以 Tz 为 1B- 地 图 ， 在 环 面 上 ， 有 


e-n) -C 
TE 6- 三 角 化 . 


令 tira) HERI LB, Æ 0- 三 角 化 以 度 为 参数 的 计数 函数 . 
Bj, np 
tT(2) = > Tyir(m)e"^, (4.5.3) 


m3 
其 中 五 7(m) 为 在 环 面 上 有 m 条 边 的 这 种 三 角 化 的 数目 . 
因为 在 环 面 上 ， 度 为 m(T) 的 三 角 化 工 的 1B- 地 图 的 外 
边界 上 有 2k(T) 条 边 使 得 


m(T) = k(T) + (2k(T) — 3) = 3k(T) — 3, 


m 
R(T) = 2013, (454) 

AA m(T) = 0(mod 3) 和 了 的 阶 为 
v-k(T)-1- nt), (4.5.5) 


X345. EREL, RA m HEI = fq t. b 9 B 3 


$17, 


Tirim) = ( 2 jm 1m) (4.5.6) 
3 Agam). 


3 m > 3. 


证 因为 依 (4.5.4) 式 ， 环 面 上 的 一 个 度 为 mm 的 和 三 角 化 的 
1B- 地 图 的 外 边界 有 
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条 边 ， 由 引 理 4.5.2 和 用 这 个 数 代 类 (4.4.11) 式 中 的 n 即 可 得 
(4.5.6) s. b 


令 开 是 环 面 上 一 个 三 角 化 . AT ANH, WAT = T, ET, 
使 得 从 五 不 在 T> 的 某 面 的 内 部 ， 就 必 导 致 DET xm foU 
内 部 区 域 . 由 了 的 三 角 性 ， f 只 有 二 个 可 能 ， 它 的 边界 为 1- YH 
形 ; 或 2- 边 形 . 这 就 导致 如 果 了 五 没有 子 地 图 Li = (Kz, (n Bz), 
则 T2 必 有 子 地 图 Li. 从 而 , 对 于 在 环 面 上 的 三 角 化 , 不 可 臂 分 性 
与 无 子 地 图 Li 是 同 义 语 . 

下 面 ， 用 Ta) 表示 所 有 根 面 次 为 偶数 2i 的 不 可 分 离 近 三 
角 化 的 集合 . 


引 理 4.5.3 4 Tin E W ETT # 3 = ALM 1B- 地 图 的 集 

4. M, A 
Tis = J Ta (2). (4.5.7) 
i172 

证 Ho, 34 i— 工时 ， 因 为 没有 度 为 1- 基 子 地 图 ， 可 知 这 
是 无 意义 的 ， 然后， 只 能 讨论 i> 2 的 情形 . 

对 任何 T € Tin 由 定理 1.1.2, 带 有 度 为 i 的 基 子 地 图 的 了 的 
1B- 地 图 全 是 平面 近 三 角 化 ， 而 且 ， 由 工 的 不 可 劈 性 ， 导 致 它 是 
不 可 分 离 的 ， 故 ， {4.5.7) 式 左 端的 集合 是 右 端的 一 个 子 集 . 

EZ, IHEM T € Tali) i > 2, 它 的 外 边缘 可 以 假设 为 如 下 
循环 序 之 形式 ， 


(31, 22," `. ;Ti 0Ofzi,affzs,.-- ,afiz;). (4.5.8) 


通过 将 n1 za……zi 划分 为 二 段 , 或 三 段 , 并 与 相应 的 am, fee, 
… aga; 中 的 合 二 为 一 ,可 得 环 面 上 一 个 1- 基 三 角 化 TT'. 由 了 的 
PIHA, T ERA BH. mH, TR T 的 一 个 1B- 地 图 . 
HM, (4.5.7) 式 右 端的 集合 是 左 端 的 一 个 子 集 . h 
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213 4.5.4. 4 Tiir( 们 为 环 面 上 ， 所 有 附带 一 个 主 度 的 工 X 
子 地 图 ， 无 自 环 子 地 图 Zi 的 ， 基 三 角 化 的 集合 ,， 则 ， 有 


Tt) = (G) (4.5.9) 


x i22. 


证 HFT e Tiri) 经 过 沿 给 定 的 度 为 i 的 1- 基 子 地 图 的 
边 切 开 ， 可 维 一 地 得 到 一 个 带 根 平面 近 三 角 化 T”, 它 的 根 面 次 为 
2 BP T RAL EAT, TAPAS. 这 又 导致 T' 是 
不 可 分 离 的 ， 即 T' e T, (29. 

反之 ， 对 任何 T € Tali) 设 它 的 根 面 边界 有 如 (4.5.8) 式 所 
m. 由 引 理 4.5.2, 可 得 (;) 个 不 同 的 在 环 面 上 的 基 三 角 化 . 

综 上 所 述 ， 在 Ta) 与 Tht(2i) 之 间 ， 有 一 个 1-(2) 对 应 关 
F. 这 就 意味 (4.5.9) XV. 4 


Bf fn) 为 以 度 为 参数 的 环 面 上 不 可 辟 基 三 角 化 的 计 
数 函 数 ， 或 者 ， 记 
f = 3 Pe (n)z", (A.5.10) 


n23 


其 中 Fo) XB ER n 的 这 种 三 角 化 的 数目 ， 
定理 4.5.2 对 于 (4.5.10) 式 给 出 的 wln), 有 


{oil ZA; 

2 4i—3 

Fue (n) = > J? (2 _ u) Ans 
il(n — 2i — 1)! 

RE — 2: - 1) — 2) 


其 中 2<i< | 对 3],n = 3k,k > 1. 
6 


Ani = (4.5.11) 


证 BFS 454, 利用 (4.3.18) 式 和 考虑 到 在 度 给 定之 下 ， 
外 平面 三 角 化 的 外 边缘 中 边 的 数目 为 最 大 ， 由 (4.4.7) X, 2X 
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3k—2i--3. Bl, i< Sets = 2H, 同时 ， 由 于 (4.3.18) 式 限定 i 的 
RA 2i<k+1= 3 +1, Bl, ix mF. 从 而 ， 定 理 得 证 ， h 


§4.6 iic 


4.6.1 关于 平面 三 角 化 的 计数 函数 , 是 由 Tutte [Tut3, Tut11, 
Tut21-24, Tut27] 于 20 世纪 60 年 代 引 进 的 .实际 上 ， 他 之 所 以 注 
意 力 在 平面 三 角 化 , 是 因为 它 与 四 色 问 题 关系 密切 . 他 发 现 了 不 少 
关于 不 可 分 离 平面 三 角 化 的 美妙 结果 ， 紧 继 他 之 后 Brown [Brol] 
和 Mullin [Mul4, Mul6] 发 展 了 他 的 方法 ， 分 别 计 数 了 男 盘 的 三 角 
化 和 平面 三 角 化 的 更 一 般 之 情形 ， 数 年 之 后 ， 荃 峰 明 和 刘 摩 佩 从 
最 一 般 的 情形 入 手 又 得 到 了 一 批 较 简单 的 计数 隆 数 公式 [DoL1|. 


4.6.2 EB —f512 KAKETE [Liu35}. 可 以 看 
作 是 平面 三 角 化 无 内 节点 的 特殊 情形 ， 不 过 ， 在 那 箱 文章 中 给 出 
的 计数 函数 相当 复杂 ， 后 来 ,在 [DL] 中 得 到 了 简化 .甚至 求 出 
了 一 系列 紧 资 的 显 式 ， 


4.6.3 1E 84.2 中 用 的 方法 看 起 来 是 新 的 . 这 就 是 引进 适 约 三 
角 化 ， 使 得 能 独立 地 导出 它们 本 身 和 无 环 三 角 化 的 方程 . 它们 分 
别 由 (4.2.10) 式 和 (4.2.18) 式 给 出 ， 确 定 了 那里 的 函数 了 和 yg 的 
带 二 个 变量 的 较 简 单 的 显 式 ， 改 进 了 [ReL2] 中 的 结果 .更 进一步 
的 发 展 ， 可 参见 [Cali]. 

4.6.4 虽然 简单 近 三 角 化 一 般 不 是 3- 连通 的 , (BRI DUE Hi fT 
单 平面 三 角 化 全 是 4- 连通 的 . 第 一 个 计数 简单 平面 三 角 化 的 公式 
是 Tutte 以 递 推 的 形式 给 出 的 [Tut3j. 然而 ， 二 个 更 简单 的 递 推 公 
式 和 一 个 计数 显 式 则 是 刘 放 修得 到 的 [Liu5]. 


4.6.5 对 于 fror(z), FRI 444, 由 于 g = gr, Wn 
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(4.1.11) 式 所 示 ， 从 (4.1.17) 式 可 以 看 出 


_ 0(1 - 62 + €*(1— 8) 
z= z(1 +g)= rR ` 


然后 ， 利 用 推论 1.5.1, 有 


1 d^! Í (1 + 82(1 ~ 63)^6(2 — 30) \ 


hnl) = rax | OS T 6 — BI 


n 
看 起 来 ， 在 形式 上 就 复杂 多 了 ， 


4.6.8 从 844 中 讨论 的 ， 在 射影 平面 上 的 面 定向 三 角 化 的 计 
数 ， 要 问 对 于 一 个 带 根 三 角 化 ， 有 多 少 面 定 向 的 三 角 化 与 之 对 应 . 
这 是 在 计数 射影 平面 上 的 三 角 化 中 应 进一步 考虑 的 ， 当 然 ， 也 可 
以 直接 分 解 射影 平面 上 带 根 三 角 化 的 集合 ， 建 立 话 数 方 程 ， 通 过 
解 方 程 确定 其 计数 函数 . 


4.6.7 E545 中 ， 也 有 确定 多 少 个 IB 地 图 ， 对 应 于 环 面 上 
的 一 个 三 角 化 ， 伺 样 ， 也 可 通过 建立 方程 和 解 方程 直接 确定 . 


第 五 章 
三 正则 地 图 


$5.1 平面 三 正则 地 图 


一 个 地 图 ， 若 它 的 所 有 节点 的 次 均 为 3, 则 称 之 为 mÁEmIS, 
或 3- 正 则 的 . 所 谓 近 3- 正则 是 指 除 一 个 节点 可 能 次 不 是 3 外， 其 
他 节点 的 均 为 3. 这 个 例外 的 节点 总 是 规定 为 根 节点 ， 

4 Mae 为 所 有 带 根 近 3- 正则 平面 地 图 的 集合 ， 为 方便 ， 节 
点 地 图 站 规定 在 Mac P. 

对 ME Mac, & m(M) fl n(M) 分 别 为 根 节 点 的 次 和 非 根 节 
点 数 ， 当 然 ， 所 有 非 根 节点 的 次 均 为 3. 由 此 ， 有 


m(M) + 3m(M) = 2e(M). (5.1.1) 
Hp, e(M) 为 M 的 度 ， 由 (5.1.1) 式 可 知 
m(M) = n(M)(mod 2). (5.1.2) 
记 Mw, = {MYM € Ms m( M) = i; í > 1. Wl, 有 


Mac = 9 + > Maes (5.1.3) 


i>1 
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其 中 乡 为 节点 地 图 本 身 组 成 的 集合 ， 进 而 ， 令 
MI. = (MIVM € Maca 为 自 环 }， 
Mi. = {MYM € Maca 为 杆 }， 
其 中 a = e, (M) 为 地 图 M gis. W, A 


Ma = 8 + ME + MB, (5.1.4) 


BB 5.1.1 + Mi. = (M — a|VM € Mi). M, A 
Mine) = MI OA, (5.1.5) 


KH ORR lv RH, $u 842 FAR. 


证 对 任何 ME ML, 由 于 有 一 个 地 图 M' e MI, 使 得 M = 
M' -a'd = e, (M!) 是 一 个 自 环 ， 导 致 MM = M, + Mo, Kh M 
和 M3 分 别 为 M 在 a' 的 内 部 和 外 部 的 子 地 图 ， 且 仅 有 一 个 公共 
PA, PENS M HARRYA. 因为 M 为 近 三 正则 平面 地 图 ， 
Mi 和 M. 也 必 全 是 近 3 正则 平面 地 图 ， 从 而 ， (5.1.5) 式 左 端的 
集合 为 右 端的 一 个 子 集 . 

反之 ， 对 任何 M € Mu OM, 因为 有 形式 M = M,+M., 
Mi, M € Moc, 通过 在 M 上 添加 一 个 自 环 a 作为 模 边 ， 使 得 
M 和 M> 分 别 在 a^ 的 内 部 和 外 部 区 域 之 中 ， 可 得 地 图 M". 自然 ， 
M = M'-a'. BUT a! 端点 为 与 M 和 M, 共同 的 根 节点 , 从 M 和 
M» 为 近 正则 平面 地 图 知 ，M' 也 是 一 个 近 正 则 平面 地 图 . mE, 
a = e(M') 为 一 个 自 环 ， 即 M' € ML. 这 就 意味 ， M € MTS. 
BD, (5.1.5) 式 右 端的 集合 为 左 端 的 一 个 子 全 . 1 


88: 5.1.2 + Ada = (M ealVM € MIL). th, A 


MSN) = Mne — Mia (S) — Mac, — 9, 
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Mine) (G) = M+. |M, (5.1.6) 


其 中 MIL (S) 或 MIN) 为 MIL, 的 这 样 的 子 集 ， 使 得 它们 中 的 
地 图 分 别 由 AAU. 的 根 边 为 册 这 或 否 的 地 图 所 得 到 的 . 


证 仅 证 第 一 个 结论 ， 因 第 二 个 结论 可 容易 地 看 出 ， 

对 任何 一 个 地 图 M = (4,7) € MIL), 因为 总 有 M € 
ME 使 得 M = M — a', B. a! = er(M') 为 杆 和 a! 的 非 根 端的 次 
为 3, 可知 M 既 不 可 能 为 节点 地 图 8 又 不 可 能 为 Moc, 中 的 地 图 . 
由 于 a 不 是 割 边 有 M g MIL, 又 ， 易 验证 ， M 是 带 根 近 3- 
正则 的 平面 地 图 ， 从 而 ， M 为 (5.1.6) 式 右 端 集合 的 一 个 元 素 . 

反之 ， 对 任 一 出 自 (5.1.6) 式 右 端 集 合 中 的 地 图 M = (%,7), 
HF M Z 9 M g Ma, MEERDE mM) 40,1. X, HF 
M g MILJ(S), A m(M) # 2. BA m(M) > 3, RAUB 
M 的 根 节点 而 得 地 图 M: = (X, 77), (618 X" = X + Ke! 8 TA 
在 下 面前 二 个 节点 处 与 .7 Mh. 


op = (rf, Ir, TMOG) H ogee = (afr! ns Tr). 


EE, Kr .是 新 添加 的 一 条 边 且 SX MER AA, M = 
M' e aio = Kr'. I+ M' 的 与 根 边关 联 的 非 根 节点 ver 的 次 
为 3, 从 M 为 带 根 近 3- 正则 平面 地 图 可 知 ， M' e Mac. X, H 
M g MILS) NI, a! = e(M") = Kr 不 可 能 是 M' yia, W 
得 M e MIL (N). 这 就 是 说 ， M 为 (5.1.6) 式 左 端 集合 中 得 一 个 
TR. b 

A foc = facla, yz) 为 带 根 近 3- 正则 平面 地 图 的 计数 函数 ， 其 
形式 为 


fam E aA yl o0, (5.1.7) 
M€Mnc 


其 中 m(M) UM) 和 ROM) 分 别 为 M 的 根 节点 次 ， 根 面 次 和 非 根 
Tn. 
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£551. 下 面 的 关于 f = f(T,y,2) 的 方程 
(1 ~ z?yu — zy! zF, 一 Za - :*Fj)f 


=1- “(1 +2F;), (5.1.8) 


Kcbucfycjf(12) haf PRAY z 所 在 项 的 系 
K, i212, 在 环 C{Riz,y,z}, R XE GT, eS EIN. HH, 
这 个 解 就 是 f = ac. 


证 这 里 仅 证 后 一 个 结论 ， 因 为 前 一 个 结论 可 以 按 通常 的 弟 
推 方 法 证 明 . 

A fo, fu M fu 45912558 2, ML, 和 MIL METE fa 中 的 
部 分 .由 (5.1.4) 5X, "TA 


Íne = fo + fm + fup: (5.1.9) 
HA, BFH 0, AH mv) = (v) = n(v) = 0, 有 
fg = 1. (5.1.10) 


BE, 对 M c Ml. 4 M — a = MiM, a = e,(M) XB 
环 ， 其 中 M 是 在 a 的 内 部 .由 引 理 5-11, 及 关系 
m(M) = m(Mi) + m(Ma) +2, UM) = M1) + 1, 
n(M) = n(Mi) + n(M3). (5.1.11) 


Bi nr 44 
f = z?yufac, (5.1.12) 


Km v = facly=s- 
RUE. 3 M c MIL, 由 于 有 关系 


m(M) = m(M eo) — 1, (M) = (M ea) 1, 
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n(M) = n(M ea)+1, (5.1.13) 

依 引 理 5.1.2 的 第 一 个 式 子 ， 即 可 得 
fa = 24? 2F fa (seca ER -iR-1. — (6104) 


其 中 ， Fi, i= 1,2, 是 fac 作为 x 的 级 数 xt 所 在 项 的 系数 . 
将 (5.1.10) 式 ，(5.1.12) KAM (5.1.14) 式 代 入 到 (5.1.9) 式 ， 得 


fac = 1 + z2yu f. + zy 2Fo fac 


+ (fre ~ t Ef — =P, — 1). 


经 过 同类 项 合并 ， 这 就 是 方程 (5.1.8) X. b 


著 在 方程 (5.1.8) RPH y = 1, MAF f(z,1,z) = u(z,z) = u 
和 记 U, = Filya1 = Ui(z), 考虑 到 Fi = zFs, 即 可 得 


zu? — (i 一 =u _ P (zU, +1)+1=0. (5.1.15) 
方程 (5.1.18) 式 的 判别 式 为 
D- G - zy - az (1 - Z(zU, + 1). 
从 而 ， 有 
z2D = 4z3(zU, — 1) +422? + 2? 一 2zz + 22. (5.1.16) 


AA (5.1.16) 式 的 右 端 不 是 一 个 平方 数 ， 根 据 z 的 最 高 次 项 
与 最 低 次 项 ， 可 以 验证 具有 如 下 形式 


z2 D = (z — az)2(1 ~ 2bz + cz2), (5.1.17) 


其 中 ， "n 
a=1-26, b=, c= = 
z z 
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2? 0(1 — 68) 


?-üu-38)-48y "^7 1-4 ' 


(5.1.18) 


引 理 5.1.3 4 Min) = (M eal VM € Ms). W, 有 
Mna) 一 Maes (8.1.19) 


X Mac, 由 (5.1.3) ABB. 


证 对 任何 M € May 记 M! € Macs, 使 得 M = M! ed’, 
d = e,(M'). 由 于 与 o! 关联 的 非 节 点 的 次 为 3, M 的 根 节 点 的 次 
为 2 又 ， 由 加 ' 的 近 3- 正则 平面 性 知 ， 对 也 具有 近 3- 正则 平面 
性 .从 而 ， M € AM. 

RZ, MER M = (z, IJ € Ma, 它 的 根 节点 为 


vr = (r, Jr), r= r(M) 


为 M 葛根 . W pr PB apay M 的 根 节 点 而 得 地 图 M" = (5,77), 
使 得 x! = x + Kr 和 7! 仅 在 节点 


ve = (r°) 和 usp = (apr',r, Jr) 


处 与 7 Ai. 可 以 验证 ， M' e Ma. AF M = M' e z, 可 知 
M € Min): H 


引 理 5.1.4 + Minca) = (M ea|VM E Mac, }- B|, 有 
Minca) 7 9 = Maes: (5.1.20) 


X Maa 为 由 (5.1.3) 式 所 确定 . 


4E 对 M € Mince} -— v, 4+ M = (¥, 7) € Moncas 使 得 M = 
Meda’ = e,(M'). It M Z 9, 591 M 不 是 自 环 地 图 ， IX 
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É vor Z ve. 由 近 3- 正则 性 ， ver 的 次 为 3, B] 

ver = (or, J'afr', J’ afr). 
X, M'€ Maa: 有 vr = (r I'r). 从 而 , M 的 根 节 点 为 

vr = (J'ar, I abr. Tr), 


即 次 为 3. 由 对 的 近 3- 正则 平面 性 , 可 知 M 是 3- 于 则 平面 的 . 
BH, M € Mna. 
反之 ， 对 M = (AA, I)E Ma. 它 的 根 节点 为 


v. = (r, Jr, J?r). 
通过 劈 分 M 的 根 节 点 得 M' = (4,7), 469 X Y + Kr' 和 7' 
仅 在 节点 vr (rn J?r) 和 var = (obrr, Jr) 处 与 了 不 同 . 由 
M 的 3- 正则 平 耐性， 可知 M' 是 近 3- 正则 平面 的 . E, CHRT 


点 ve 的 次 为 2, 即 M'c Mnca- 由 于 M = M'ez', 有 Me Maca): 
X, MA3 EM, AM Z 0. 这 就 是 说 , Me Me, 一 5. i 


令 tac, 和 taa, 分 别 为 根 节点 次 是 2 和 3 的 带 根 近 3- 正则 平 
面 地 图 的 计数 函数 ,它们 的 参数 为 非 根 节点 数 , 因为 U, 为 以 非 根 
节点 数 作 参数 的 带 根 近 3 正则 平面 地 图 计数 函数 ， 其 中 根 节点 次 
为 1, 由 引 理 5.1.3, 可 知 


Uy = 2tneg- (5.1.21) 
进而 ， 由 引 理 5.1.4, 得 
taca — 1 = 2tneg- (5.1.22) 
联合 (5.1.21) 式 和 (5.1.22) 式 ， 即 有 


Uy = 2 zs. (5.1.23) 
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定理 5.1.2 RA n 个 非 根 节点 的 带 根 3- 正 别 平面 地 图 的 数 
HB 为 
K 22-8 (Kp i- yk — i+ 1)! 
(k 4-2) (k + DK i-r" 


i=l 
Taca (n) = 4 n = 2k — 1; (5.1.24) 
0. $ p. 
Xv, k>1, HW n2l 
证 BF (5118) 5t, 记 
_ dzU, E 1 
H(z) = "dz = (1 — 40)?" (5.1.25) 
利用 推论 1.5.1, 有 
2k Bai 1 
0; H(z) = g% (1 _ 28*ü m 40)5+3 
_ 8 sfkt+i-1l\ pil 1 
D» (i Eng aay 
2 (R +1 - i 
kk + 2M(k —i— 11 
x k > 1. 
由 于 Ə2*-1lU, = 8252U,, 从 (5.1.23) 式 和 (5.1.25) 式 即 可 导出 
(5.1.24) X. h 


$5.0 二 部 三 正则 地 图 


一 个 地 图 M, 车 它 的 节点 集 Y 可 以 分 为 二 类 ， Vi 和 V; 使 得 
没有 一 条 边 的 二 端 属于 同一 类 ， 旭 称 它 为 二 部 的 . 一 个 二 部 3- E 
则 地 图 ， 自 然 ， 就 是 指 它 既是 二 部 的 又 是 3- 正则 的 、 在 这 一 节 ， 
只 研究 平面 地 图 的 情形 , 
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先 看 一 看 二 部 近 3- 正则 平面 地 图 . 


引 理 5.2.1 任何 二 部 近 3- 正则 地 图 ( 不 一 定 是 平面 的 ) 均 
HANH. 


证 用 反 证 法 . W M 为 近 3 EMME MAA GR (u,v). 这 
Bj, A M = Mi (u,v)- M, 使 得 M. 5 (uv) 公有 公共 点 IM; 
与 (u,v) 仅 有 公共 节点 v. MH, Min Ma —9. 由 于 至 少 和， 中 
有 一 个 不 是 M 的 根 节点 , 它 的 次 必 为 3. 3 M, BREE M 的 
Rim. MM 为 一 个 根 节点 次 是 2 的 二 部 近 3- EMME. wy 
和 vo 为 V (Mo) 的 二 类 节点 集中 所 含 的 节点 数 . AR, Mo 的 根 节 
点 就 是 那个 次 为 2 的 节点 . 不 妨 设 它 是 在 vi 中 ,否则 改变 一 下 n 
和 ww 中 的 下 标 。 FES 正则 性 与 二 部 性 ， 有 3(m ~ 1)+2= 33. 
即 ， 3(4 — 2) = 1. 导致 1 可 以 被 3 整除 ， 矛盾. ü 


对 一 个 二 部 近 3- 正则 地 图 M( 不 一 定 是 平面 的 ), & m(M) 和 
n( M) 分 别 为 根 节 点 的 次 和 非 根 节点 的 数目 ， 从 引 理 5.2.1 的 证 明 
中 相仿 的 讨论 ， 可 见 

m(M) = 0(mod 3). (5-2.1) 

进而 ， 由 于 3(v(M)— 1) + m(M) = 2e(M) fll n(M) = v(M) - 1, 
其 中 v(M) 和 eM) FB M 的 阶 和 度 ， 有 

n(M) = m(M)(mod 2), e(M) = 0(mod 3). (5.2.2) 

$ Mec 为 所 有 二 部 近 3- 正则 平面 地 图 的 集合 ， 节 点 地 图 乡 
被 规定 在 Mbc 中 .并 记 

Moc; = {M|M € Moye, (vr; va) H^ i- Hid}, 
其 中 i= 1,2 和 3, H 3- EMH, A 


3 
Mae = y Mbe; (5.2.3) 
i=0 


$5.2 二 部 三 正则 地 图 


其 中 Mbea =ø. 
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= (X, P}, r=r(M) 为 它 的 根 ， 设 与 ua, 关联 的 二 边 为 
e Blei tle X, fl l= Poa. 2 M evar 为 由 收缩 ve 以 及 它 


的 三 条 关联 边 ， 于 一 根 节点 ， 使 得 根 为 Pafl 和 记 
ME) = (M «vg | VM € Mya, )- 


wW, A 
Mee t ei 


其 中 


Mit = UMINM € MEP, um = var 


Miser = (M|VM € MES? uae # va) 


引 理 5.2.2. 对 于 Moc, 有 
Mies? = Mc — 9, 
Mid r)a = Mu - M9 _ 


其 中 
M® = (MIVM € Mpc,m(M) = 3} 


和 乡 为 节点 地 图 . 
dE 先 证 第 一 个 说 法 . 


(5.2.4) 


(5.2.5) 


(5.2.6) 


(5.2.7) 


(5.2.8) 


对 任何 M € MU, 4 M' € Macs uae = vor, 使 得 M = 
M'ev,,. 可 以 看 出 , M Z 9. 由 二 部 性 与 3 正则 性 , 有 M € Mpd. 
反之 ， 对 任何 M' = (XP?) € Mi M 49, TUR 


M' 的 根 节点 or = (r, Pro PML) 为 


s= (Pr PPM) 和 u = (r), 
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并 且 潍 加 一 个 新 节点 o = va. 和 与 之 关联 的 三 条 边 Kr, Ki 和 Kz 
得 一 个 地 图 M = (X, P) ER 2 = X 十 Kr 十 KL 十 Kt # P (ui 
三 个 节点 
Op = (r,v) = (np... Ph), vg = o (afr Lt), 
vat = (aft, afl, u) = (aft, all, r) 

处 与 PRL. BU =u =u, BIL M = M erg, € MO. 

这 就 得 到 了 第 一 个 说 法 ， 下 面 证 第 二 个 说 法 . 

对 M c MM), 记 MW € My, 使 得 M = M'e ugu. Bl 
为 var 关 vpe, 由 (5.2.1) 式 可 知 m(M) > 6. Mi, M € Mbpe 一 
MË — 9. 

反之， 对 任何 M = (XP) € Moc, m(M') > 6, 可 通过 
辟 开 它 的 根 节点 we = (r, Pros POO) 成 为 三 个 节点 ， 
o= (prt... perm Mla u = (r P'r') Al v = (PPr proh. 
Raen- Rw 和 与 之 关联 的 三 条 边 Kr, Ki 和 Kt 构造 
一 个 地 图 M = (X,P) 使 得 Y = X'+ Kr + Kl + Kt P (dp 
个 节点 v. = 0 = (r, pA... pr iun, Ug, = w = (afr, 1, t), 

vgi = u=(afl,r’,P’r’), vg; = u = (aft, P v! Pr) 

处 与 PR. 易 验 证 ， M = 对 sup WE Me Mb... AA 
va # vp, 就 有 M e MEP), 

从 而 ， 第 二 个 说 法 得 证 . h 

4 M = (X, P) € Mi, r- (M) 为 它 的 根 且 存 在 i 之 1 使 
得 uapa, = ver. 则 可 以 看 出 ， M = MiTMs ff Ms 在 与 根 边 关 
联 的 非 根 面 内 ， 当 (",a6Pir) 不 在 根 面 边界 上 ; 在 这 个 非 根 面 外 ， 
S. id 

J = (M NVM € Mocs, (r, opBP'r) 不 在 根 面 边界 上 }， 


| (4.2.9) 
J = (M I|VM € Mo (r, 06P'r) ER FL}. 
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引 理 5.2.3. 对 Mc, 有 
Mya = (J + FO Mbe, (5.2.10) 
Xv @ 3 bv 乘法， 如 $32 中 所 示 . 


证 对 M = (X,P) € My, WH, jr = r(M) A Pir 使 
得 va, = vapi- 有 二 个 可 能 。 (raSP'r) 在 根 面 的 边界 上 ， 或 否 . 
对 前 者 ， 令 M. 为 在 M 与 根 边 关联 的 非 根 面 内 的 子 地 图 ， 即 由 以 
(P.,--. PE") IB AS EGET Kr 和 KP: dE M 上 扩张 成 的 . 若 M. 
HUS M PER Ma PAR FOF, WA M = M+ M. 易 
验证 ， Mac Ma. 和 M. cJ. Aii, M € oMw. MAH, 令 
M. 为 在 M 上 由 以 (pitiy ...  pm(M)-1r) 为 根 节 点 避 开 Kr 和 
KTi 扩张 成 的 子 图 ， 和 M, 为 从 M 中 去 掉 M 所 有 边 而 得 的 子 
地 图 . AH. BRU Mo c Mu. fl Mi c. Mi, Meg oM». 

反之 , MEA MecJOM X J OMi AT M = MM 
且 其 根 边 为 2- 335, JA M; 和 Ma 的 二 部 性 与 近 3- 正则 性 ， 即 可 
知 M € Mhe... h 


3H8 5.2.4 4 Jj = (Jevg,|VJ € J} fu Jer) = (Je 
vg,|IVJ € 7}. DUM 有 


gie) — oo = Muc ~ 9, (5.2.11) 
HOA AME. 


it We, 由 (5.2.9) 式 , PEL Tre) = C0. 然后 ， 可 
仅 证 (5.2.11) 式 中 的 第 二 个 等 式 . 

RE M e Flee), ia M € F 418 M' = M，vgr. BM’ 

的 报 节 点 次 不 会 小 于 3( 依 (5.2.1) A), M! Z 0. 又 由 M: 的 二 部 近 
3- 正则 性 ， 可 知 M' € M — 9. 

RZ, XHME— M' = (X',P') € My, — ú, 可 唯一 地 经 劈 开 

它 的 根 节点 (rm Pi PMA-Ir) m(M') > 3, ATA u = 
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(r^, Pir’) Al o = (Pv... pr ote). 然后 添加 一 个 新 节点 u 
和 与 之 关联 的 三 条 边 Kr, Kl 和 Kt 使 得 4 = vg, = (Ltofr), 
tg; = (apt, u) 和 u, = (r,o, oil) BHA M. 可 以 验证 ， Me F 
并 且 M'= M evp. Kit, Moe flee), t 


将 仅 有 二 个 节点 和 一 个 3- 重 边 的 平面 地 图 记 为 73, 即 


3 
I? E ( U Kri, (21,24, 75) (a82s. 022, oz1)). 


i=1 
易 见 ， 它 是 一 个 二 部 3- 正则 平面 地 图 . 
引 理 5.2.5 对 AMbcs, 有 
Msc, = LOM, . (5.2.12) 
其 中 © 为 53.2 所 示 的 1v- RH. 
证 因为 对 任何 M € Macs; M 有 一 个 子 地 图 工 3， 4 M 在 L’ 
的 三 个 面 内 的 部 分 为 Mi, Mo, 和 Ms. 就 有 M = LFM +M +M. 
X, HF Mi € AMbesi = 1,2,3, 可 知 M 是 (5.2.12) 式 右 端 集 合 的 
一 个 元 素 . 
反之 ， 对 任何 M = DHM iM: +M, 使 得 M; € AMbec,i = 
1,2,3, 容易 检验 ， M € Muy. BH, (5.1.12) 式 右 端 集合 的 一 个 元 
5. b 
E he = QM. 是 带 根 二 部 近 3 正则 平面 地 图 的 计数 函数 ， 它 
的 参数 为 根 节 点 的 次 和 和 根 节 点 不 在 的 那 部 分 节点 的 个 数 ， 艺 
Qe = 2, MyM, (5.2.13) 
MEM, 
其 中 mM) 和 (M) 分 别 M 的 根 节 点 次 与 根 节 点 不 在 的 那 部 分 
节点 集中 的 节点 数 . 由 (5.2.1) 式 ， 可 记 


m(M) = 3k(M) (5.2.14) 
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和 由 此 有 
q = J Py, (5.2.15) 
MEM). 


其 中 z = 23. 另 一 方面 ， 若 ge 被 写成 形式 


ghe= Š Qu s)2*y*, (5.2.16) 
k20.220 
则 有 
The = Y Q. (1,s)y° (5.2.17) 


e>0 
为 仅 以 根 节 点 不 在 的 那 部 分 节点 数 s 为 参数 ， 二 部 3- 正则 平面 地 
PAW it EN PANE, = > 0. 


定理 521 下 面 关 于 函数 9 二 9(2,Yy) 的 方程 
yzg? + 2yg? + (yz! — y — Ig 


+(1 — y—y2z7! — yz 19") = 0, (5.2.18) 


KP g* = Alg, EH C(;z y), X XJ EXER, PEZZA. WH, 
它 的 这 个 解 为 q = q. 


证 因 适 定性 可 递 推 地 导出 ， 这 里 仅 证 后 一 结论 . 
由 (5.2.3) 式 ， 可 知 


3 
doc = 9 dee, (5.2.19) 
其 中 Tbc; 为 Mac, RT fbc 中 的 部 分 i=0,1,2 # 3. 
一 则 , AF Mpc, 仅 由 一 个 节点 地 图 组 成 , 从 k(6) = s(9) = 0, 
Qe, = qo = 1. (5.2.20) 
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二 则 ， 对 Moe, 由 (5.2.5) 式 ， 有 


Qe, = q = y(d + z”1q.), 


其 中 
a= Y] Akoya, 
Mem, er 
"ES y zM) yM), 
Memper 
由 引 理 4.2.2, 有 
Qi = oe — 1, 92 = qoc — We—1. 
从 而 ， 即 可 得 
一 gf 一 1 
qi = y (a —14 $e he — dic ) 
- i Doe 1 
= v((1 * te -7T (2 + -)). 
zz, 对 Mocs; 由 引 理 5.2.5, 有 
gbo = d2 = (qz + 97) 9be: 
其 中 
qz = Y ODAM), gg = S MORD. 
Meg Me 
由 引 理 5.2.4, 知 
a7 = q+ = y(gbe — 1). 
从 而 ， 即 可 得 


q2 = 2y(gbe — 1) gpe- 


(5.2.21) 


(5.2.22) 
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pu jj, 对 Mbc,, ETE: | 5.2.5, 有 
docs = 93 = Zy/qbc- (5.2.23) 


联合 (5.2.19-23) 式 ， 经 合并 同类 项 即 可 验证 9 = quc 是 方程 
(5.2.18) 式 的 解 ， b 

虽然 方程 (5.2.18) RÆ q 的 三 次 方程 ， 不 过 可 以 验证 如 下 的 
参数 表达 式 满足 这 个 方程 : 


£ =1 + 2yË2; 7 = 1 + ye; 


g=n(1~ $7 Dé-)). (5.2.24) 


定理 5.22 RO OC 3k, CP CT EUR — E RU 
数目 为 s. 带 根 二 部 近 3- EMP OHA KE 


2^-*(25 — 1)!(3k)! 


Qh (k, 8) = G Ej kt D I)i (5.2.25) 
X s2kBilXs-k-O. 
证 H (5.2.24) R, > 
«-6£—1; 8 =n-1, 
则 有 
a = 2y(a + 1; B = zy(e + 1)2(8 + 1); 
gq=(B+1) (1 - 508). (5.2.26) 


根据 (5.5.26) 式 和 定理 5.2.1, 利用 定理 1.5.2, 即 可 确定 (5.2.16) 
式 中 的 系数 Quies), XE s > k > 1. 34 s= k= 0 PF, H (5.2.20) 
式 给 出 . h 
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引 理 5.2.6 在 任何 二 部 近 3- 正则 地 图 ( F- RRP BH ) 
中 ， 没 有 3 次 节点 为 割 点 . 


证 用 反 证 法 ， 假 车 在 一 个 二 部 近 3- 正则 地 图 中 ， 有 一 个 次 
为 3 KBA v, 则 M = MiM: 使 得 M nM = (v). 不 妨 设 M. 
和 Ms 中 的 M, 在 v 处 的 次 为 1. 这 就 意味 ,在 M. 中 与 v 关联 的 
边 为 一 个 审 边 .然而 ， Mi 也 是 一 个 二 部 近 EWA. BRA 
引 理 5.2.1 FE. h 


这 个 引 理 使 得 可 以 通过 goe 确定 带 根 二 部 在 根 节点 处 根 面 边 
界 不 可 分 离 近 3- 正则 平面 地 图 在 相同 参数 下 的 计数 函数 qop, 即 
-1 


Übe 
Gop = w (5.2.27) 


XH 5.2.8 Req 为 带 根 二 部 不 可 分 离 3- EN FHH AuR 
节点 不 在 部 分 节点 个 数 为 参数 的 计数 函数 ， 则 有 = qü. 和 


3.2°(2s — 1)! 
vm > G= PESE n a (5.2.28) 


证 由 引 理 5.2.6, 第 一 个 结论 成 立 . 进而 ， 由 (5.2.25) A, 4 
Hg k= 1 时 即 得 (5.2.28) =, 4 
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一 个 地 图 , 如 果 它 的 所 有 节点 都 在 同一 个 园 上 , WHA Hamil- 
ton 的 . 这 个 圈 披 称 为 Hamilton WJ. 对 于 Hamilton 地 图 ， 它 的 根 
总 是 选 定 与 Hamilton 圈 上 的 一 条 边关 联 . 

车 一 个 平面 地 图 中 的 Hamilton 圈 为 无 根 的 边界 ， 则 这 个 地 图 
是 外 平面 移 . 在 第 三 章 中 讨论 了 这 种 地 图 . 另 一 方面 , f; Hamilton 
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因为 某 有 限 面 的 边界 ， 则 称 它 为 内 平面 的 , 当然 ， 若 将 平面 地 图 视 
为 球面 上 的 ， 内 、 外 平面 性 就 没有 本 质 区 别 了 . 这 里 还 是 从 平面 的 
角度 ， 事 实 上 ， 一 个 3 正则 的 Hamilton 地 图 就 是 由 一 个 外 平面 
3- 正则 地 图 ， 将 它 的 无 限 面 边 界 ， 与 一 个 内 平面 3- 正则 地 图 的 那 
个 以 Hamilton 图 为 边界 的 内 面 的 边界 ， 依 一 定 方式 合 而 为 一 而 得 
到 ， 使 得 没有 二 个 节点 重合 . 

首先 ， 看 一 看 内 平面 带 根 3- 正则 地 图 的 集合 ， 同 样 地 ， 外 平 
面 3- 正则 地 图 的 数 上 月. 

令 工 为 所 有 带 根 内 平面 3- 正则 地 图 的 集合 .对 I 了 = (X, P) € Z, 
很 总 是 选 定 与 这 个 内 面 边 界 上 一 边关 联 而 且 使 它 为 根 面 . 记 Lu) 为 
将 Hamilton 图 上 所 有 边 均 收缩 为 一 个 节点 ,使 得 (Tan) = Pr). 
RE, Ig 为 一 个 仅 有 一 个 节点 的 地 图 ,， 且 将 它 的 对 偶 为 一 个 襟 . 


引 理 5.3.1 4 Iin) 和 Tin) 分 别 为 所 有 榜 根 内 平面 3- 正则 
Hamilton 地 图 使 得 不 在 这 个 Hamilton Wi E! 2 # Xy n, 和 所 有 带 
李 平 面 树 使 得 每 个 均 具 有 n 条 这 的 集合 。 则 ， 有 


IZ(n)i = IT(n)| (5.3.1) 


* n > 1. 


证 对 任何 了 < T(n), Lu) 可 被 唯一 地 得 到 ， 且 ， lon 的 平面 
对 偶 就 是 一 个 带 根 的 具有 mn 条 边 的 平面 树 . ED. I$, € T(n),n > 1. 
RREH, 人 (nj < [7 (n)i. 

531—711. MEAT € T(n), 记 T* ATE FRR. AA 
T 是 一 个 平 商 地 图 且 具 有 一 个 节点 ， 可 以 唯一 她 通过 将 这 个 节点 
用 一 个 图 代替 ， 使 得 依 T 在 这 个 节点 处 的 旋 的 次 序 穿 过 每 一 边 
之 二 端 各 恰 一 次 ,构造 出 地 图 Ip. = (W.P). TA, Ir. 是 一 个 内 
平面 3- 正则 地 图 .这 个 内 面 边 界 就 是 新 添 的 长 汐 2n 的 图， CA 
RA rr-) = P^! (I). 从 面 Ir- € Iin), MIT, < Zin. e 
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若 一 个 地 图 ， 它 是 由 地 图 M 通过 如 引 理 5.3.1 的 证 明 中 所 示 
的 方法 , 将 每 一 个 节点 用 一 个 图 代 壕 而 得 到 的 , 则 称 它 为 4 的 点 
成 图 地 图 . 易 见 ， 任 何 一 个 地 图 的 点 成 立地 图 均 为 4- 正则 的 . 

4 t(z) AGRE, ELSE ( 即 边 数 ) 为 参数 的 计数 函数 ， 当 
然 ,如 $2.1 所 述 ， 为 方便 ， 节 点 地 图 被 视 为 一 个 平面 树 (退化 的 情 
JE). 因为 除 节点 地 图 以 外 的 任何 一 个 树 T, T-a 总 由 二 个 连通 片 
组 成 ， 它 们 均 为 树 ， 并 且 节 点 地 图 是 允许 的 . KP, a 为 T 的 根 
3. 由 此 看 来 ， 区 z) 必 满 足 方程 


Kz) = 1 xt?) (2). (5.3.2) 

由 于 t(x) 为 z MUERE, H Br W 3 32 EJ 2 d mee, AH 
(5.3.2) 式 的 有 意义 的 解 只 能 为 

1-V/i1-4r | Y (2n) ., (5.3.3) 


He) = — 3 T dy nt 


在 (5.3.3) 式 中 ， z" 的 系数 也 称 为 Catalan &. 
引 理 5.3.2 4 In(m)( Xy Ou(m)) ARA m 条 边 的 带 根 内 平 
d ( 或 外 平面 ) 3- 正则 地 图 的 致 目 ， 则 ， 有 


(2k)! 


= He DP (5.3.4) 


In(m)(® Ou(m)) 


HYP k=m/3, m>1. 


证 BIA EETRI— S m Br (节点 数 )m He GARD 的 3- 正则 地 图 
均 有 
3n = 2m, (5.3.5) 


就 导致 
m = 0(mod 3), n = 0(mod 2). (5.3.6) 
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故 , TRE k ABM. 进而 , 由 (5-3.5) 式 可 以 看 出 , 不 在 Hamilton 
et hid Be 


2 m 
3 =k. 


mo ym = 


从 引 理 5.3.1, Bl up f B| za. h 


4 M. 和 M, 为 二 个 带 根 Hamilton 地 图 ， 一 个 地 图 M, 若 它 
是 由 Mi 和 Ms, 通过 将 它们 的 Hamilton 圈 依 次 合并 ， 使 得 没有 
公共 的 节点 形成 一 个 新 的 Hamilton BMS. MR M 为 五 - 合 
并 的 ， 或 者 更 确切 地 ， 节点 不 交 H- 合并 的 .自然 ,一 个 FH- 合 
并 的 地 图 M 是 3 正则 的 当 , BRS, M 和 M; 均 为 S 正则 的 . 
注意 ,在 H- GHP, rir, 是 被 规定 一 致 的 . X, rAr 分 
Si M 和 M 的 根 . 


引 理 5.3.3. Vt M, 和 M, 分 别 为 上 共有 21 涉世 点 的 内 平面 3- 
正则 地 图 和 具有 2i 个 节点 的 外 平面 3- EUER, ¿+j — n. Xl 
E M 和 M. Y H- 合并 出 

2n — ] 
("zy aa) 


个 3- 正则 Hamilton 平面 地 图 . 


证 因为 在 H- 合并 地 图 M 的 Hamilton BEA 2n 个 位 置 可 
以 放 节 点 ， 又 ， 有 一 个 位 置 是 为 根 节 点 的 ， 只 有 2n 一 1 个 位 置 可 
供 M, 的 2 个 节点 用 ， 可 以 看 出 ， 在 H- 合并 地 图 与 外 2n — 1 4 
位 置 选择 2i 的 位 置 的 可 能 方式 之 间 存 在 一 个 1-1 对 应 .从 而 ,这 
就 意味 引 理 的 结论 . f 


根据 引 理 5.3.1-3, 即 可 导致 下 面 的 
XU 5.8.1 具有 nt ts, RED 3- 正则 Hamilton 地 
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图 的 数目 为 


Z(2n — 1)!(2= + 1)! 


(n+ Dn — Dn + 2) (5.3.8) 


Hoan) = 


对 n>1. 


证 因为 度 相同 的 内 平面 地 图 的 数目 和 外 平面 地 图 的 数目 是 
相同 的 ， 由 (5.3.4) 式 和 (5.3.7) 式 ， 有 


Hon) = Y (o "you — i) 


i=0 


2n -1Y (2i)! (2n — 2i)! 
-人 


_ 2(2n — 1)! 
4 ii 1) (n -i- Dn i1) 


2(2n — 1)! n+l n 
eaS CP) 
由 于 (E) 是 (1+z)"+! 的 展开 式 中 z 的 系数 , EAE NU 
的 展开 式 中 20715 的 系数 ， 有 


v3 ntl n 
X0D(3) 
是 在 (1-- 2)?! 的 展开 式 中 z" 的 系数 ， 即 
2n 1 
C 
从 而 ， 将 它 代 入 上 面 的 式 子 ， 就 得 (5.3.8) X. b 


虽然 定理 5.3.1 提供 了 数 Hamilton 3- 正则 平面 地 图 的 一 个 简 
单 公式 ， 但 注意 ， 这 时 的 根 是 在 Hamilton 图 上 的 .尽管 对 这 种 情 
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况 ， 一 般 Hamilton 平面 她 图 的 计数 ， 甚 至 3- 连通 的 情形 均 会 更 
Bie. DEE, 4 正则 平面 Hamilton 地 图 在 本 节 意 义 下 ,看 来 
可 以 相仿 地 导出 ， 特 别 是 当 在 每 个 节点 处 ， Hamiiton 图 内 、 外 都 
各 有 一 条 边 的 情形 . 
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4 M = (4,P) 为 曲面 上 的 一 个 地 图 . 记 V = V(M),E = 
E(M) fI F = F(M) 分 别 为 M 的 节点 集 ， 边 集 和 面 集 ， 

对 于 E 的 一 个 子 集 C* = {e1,e2,-…,es}, 如 果 有 面 的 序列 
fufa fa € 下 使 得 e: € AO fii = 1,2,---.8, fati = P, RI 
C" BRA S- ELDER. 注意 ， 3- 上 循环 一 般 不 是 上 循环 .但 当 5 
为 球面 ， 或 平面 时 ， S- 上 循环 就 必 为 上 循环 ， 这 一 点 可 根据 文献 
[Liu58, 第 四 章 ] 中 所 描述 的 理论 而 得 到 而且, A S 不 是 球面 , 必 
至 少 有 一 个 S- 上 循环 不 是 上 循环 ， 这 样 的 S- 上 循环 被 称 为 本 质 
的 . 

如 果 一 个 5- 上 循环 没有 任何 真子 集 也 是 S- 上 循环 ， 则 称 它 
为 S-EHB. 因为 任何 一 个 S- 土 循环 都 有 一 个 子 集 是 S- 上 图 ， 可 
以 在 未 加 说 明 时 ， 所 有 S- 上 循环 均 指 S- LE. 

4 C = (e1,02,:--,6,) 是 地 图 M 的 一 个 5- EH. 引进 一 
个 节点 u, 在 C* Mitte: b, Bi v; = (y, 62, yi i | mt), 6 = af. 
KE, e= Kzi FERRER 

Kr; = {ri, ezi Pri, ór CT; = {cl ar], ri, ózi) 
代替、 同时 ， 添 加 新 边 Ky 和 Kyi = 1,2,++-,3(mod s) 将 
这 样 所 得 的 地 图 称 为 M 的 C^- $32, 并 且 用 Hc-(M) ER. 一 


个 C"- 措 交 , 用 To. (M) 表示 ， 就 是 将 边 Ky 和 Kusi 连同 节 
点 u GA, BI Kyu BA Ky; = {mi ay Ay dy) 和 Ku; = 
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{ ay Byt16y},i = 1,2,… ,3. 同时 ， 将 v; 变 为 二 个 节点 ui = 
(yi Szi y ki). Wa = vier, 和 v? = (yt ius 21), by: = dy 而 得 
到 的 ， 可 以 看 出 ， Hc.(M) 与 M 是 在 相同 曲面 上 的 ， 和 根据 51.1 
中 的 原理 ， Tc.(M) 除非 由 二 个 无 公共 节点 的 子 地 图 组 成 , SM 
在 不 同 的 曲面 上 . mH. Tc-(M) 所 在 曲面 的 亏 格 比 M. 所 在 的 小 
1. 自然 ， 后 者 只 能 出 现在 S- LRH C^ AAR KR. 

现在 ， 看 一 看 M 在 射影 曲面 上 的 情形 . 


定理 5.4.1 一 个 地 图 M 是 在 射影 平面 上 当 ， 且 仅 当 ， 它 有 
一 个 本 质 的 S- 上 循环 C, 使 得 其 C"- 横 交 To.(M) 是 在 球面 上 . 


证 必要 性 的 第 一 个 说 法 是 明显 的 ， 因 为 车 M 没有 本 质 S- 
上 循环 ， 从 上 面 所 讨论 的 可 知 ， M 只 能 是 在 球面 上 ， 就 与 M 在 
HEELS. 然后， 由 于 Tc.(M) 所 在 曲面 的 气 格 比 M 的 小 
1, 从 M 在 射影 平面 上 ， Te (M) 只 能 是 在 球面 上 . 

反之 ， 因 为 Te-(M) 是 在 球面 上 和 7c-(M) 恰 有 一 个 面 与 
C'- 4) Ho.(M) 的 不 同 ， 由 于 Te-(M) 的 节点 数 与 边 数 之 差 
与 Ho-(M) 的 相同 ， 可 知 Ho-(M) 所 在 的 曲面 比 To- (M) 的 大 一 
个 不 可 定向 亏 格 ， 故 ， Ho (M) 是 在 射影 平面 上 ， 又 从 上 面 所 讨 
$h, M 与 Ho- (M) 是 在 相同 的 曲面 上 ， 从而， 充分 性 成 立 ， | 


下 面 , 看 一 者 这 个 由 一 条 杆 和 两 个 自 环 组 成 的 3- 正则 图 H, 在 
平面 {或 球面 ) 上 和 在 射影 平面 上 的 地 图 之 间 的 区 别 ， 记 Kai i= 
1,2,3, 为 三 条 边 ， 瑟 在 球面 上 有 三 个 带 根 地 图 自然 ,全 是 3- IE 
则 的 .它们 为 在 


3 
( U Kzi, (x1, azi,v4)(am4, 23, az) (5.4.1) 
ica 


上 通过 规定 z1,22 Mor, 为 根 而 得 到 ， 分 别 记 它们 为 Hi, Hz 和 
H3. 
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另 一 方面 ， 在 射影 平面 上 ， 由 地 图 


3 
(U K zi, (Z1, £2, 021) (23, aza, opr2)) (5.4.2) 
i=1 

通过 选 21,021.22, 022,23 Mars 作为 根 可 得 6 个 带 根 的 3- 正则 
地 图 . 

考虑 到 $4.4 所 讨论 的 ， 为 避免 过 于 麻烦 ， 需 要 集中 到 不 可 璧 
3- 正则 地 图 上 . 

对 于 射影 平面 上 的 一 个 地 图 M. 如 果 将 一 个 本 质 S- E C 
给 以 特殊 的 标示 ， 则 称 它 是 C"- 定 向 的 . 两 个 C*- 定向 的 地 图 ， 若 
它们 之 间 有 -~- 个 同 构 , 且 使 得 所 标示 的 C* 相对 应 , 则 视 它们 为 无 
#-. 

TRUDE HMA, MAERA- ES C Net 
根 面 边界 上 ， 则 称 它 为 I-AR. 


引进 5.4.1 Min 为 所 有 在 射影 平面 上 C”- COREA 
3- 正则 地 图 的 集合 ， 这 里 ， 本 质 上 团 OC RAL RM. ML 
ARERR X 3- 正则 地 图 的 集合 ， 且 它们 的 根 面 的 次 均 为 
2i. W, A 
(5.4.3) 


nptg 


i 
|More, 


= |: 


* i> 1. 


证 对 任何 M € Ml, 由 定理 5.4.1 可 知 ， 存 在 唯一 的 一 个 
平面 3 正则 地 图 , 其 根 面 次 为 24. CRE M 的 C*- ME To (M). 
由 M 的 不 可 璧 性 ， 依 54.4 中 所 述 相仿 的 理由 可 见 ，Tc.(2M) 是 不 
醋 分 离 的 、 因 为 任 休 内 按 均 不 可 能 使 其 二 端 ， 同 在 外 面 的 边界 上 ， 
它 也 是 外 -无 纺 的 从而， Mew. 

反之 ,对 任何 M € MOL, 令 它 的 根 面 为 


(zi, Z2 ` ` Bly 1142142: 77, za). 
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则 可 以 通过 将 yx. 与 yz i AMA, 1<i< LRP y=, af 
和 af, 得 M. BREH, M HEKE M D1. 由 MM 的 近 3- 正 
则 性 ， 每 一 个 与 z; (或 同样 地 r) 关联 的 节点 的 次 均 为 4. Hi jk, 
可 唯一 地 通过 在 M EZB IS = 1 2 …… 关联 的 1 条 边 . 
同时 ， 也 将 出 现 的 次 为 2 的 节点 略 而 不 计 (即将 与 一 个 次 为 2 的 
节点 关联 的 二 边 视 为 一 边 ) BM. 可 以 验证 ， M 是 C*- 定向 的 ， 
且 这 个 5- 上 循环 具有 i 条 边 ， 和 M = To. (M^). 由 定理 5.4.1 与 
外 - ARE, BN M' © Mj. h 


由 85.1 所 得 到 的 ， 就 可 以 讨论 如 何 确定 外 -无 纺 地 图 的 计 教 
Bg XC. 

首先 ， 要 看 一 看 不 可 分 离 3 正则 地 图 , SH 为 所 有 带 根 这 种 
地 图 的 集合 . 这 里 的 目的 在 于 确定 


ho hy = 》 00205, (5.4.4) 
Heu 


其 中 s(H) 和 1(H) 分 别 为 H 的 度 与 根 面 的 次 , 
HRS OM 分 类 Hr k20. 其 中 ， Ho = {Ho}, 


Ho = (Kr + Ks, (r, s)(o. Br, o B8) 


和 Hr = (H|H ~ a,a = e (H), HE k PAA}, k > 1. 

对 H € Hr, 记 ti Us, tee 为 在 与 根 边 a 关联 的 非 根 面 边 
界 上 从 根 节 点 veta 到 与 a 关联 的 非 根 节点 v1 不 通过 a 所 经 历 的 
节点 ， 使 得 viva; pr+l 为 下 一 2 中 的 全 部 割 点 , 由 吾 的 3- 正 
WHE, k 为 一 个 偶数 . 记 H;,j > 1, 为 v2;-1 和 va; 之 闻 的 不 可 分 
EX, j-12,..,k/2. 因为 这 二 个 节点 在 这 个 块 中 的 次 均 为 2， 
车 将 此 之 节点 略 之 不 计 ， 则 这 个 块 是 3- 正则 的 ， 除 非 它 是 Ho. 而 
H, 边 (vty) BHR H-a 的 一 条 割 边 ， 了 = 1,....,(k/2)—1. 
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注意 到 ， Ho 赋予 h 的 部 分 为 


hy, = yz, (5.4.5) 
LAR mj Wg EF, BU nf r 
— K(H)-2 j 
mc Y (sm + D Ten) 
721 HEH (5.4.6) 


0 33 2(0 - z+ h - zh) 
T 1-z-3)3Z2(1—zh-zh) 


其 中 无 = Aly, 1), 即 仅 以 度 为 参数 的 这 种 地 图 的 计数 函数 . 
引 理 5.4.2 FE X X h= (Y,z) 的 方程 


Yz — Y22(1 + h) + (zy = T(1-az) 


-yz + à) + Y zBh3 = 0, (5.4.7) 


KY = # h = h(YY,1), ER C(R;Y,z), R AERE, PE 
22%. HH, CHERE hY, 2) = haly z), 如 (5.4.4) ABR. 


证 由 于 hy = Vero Hx, M (5.4.5-6) =, 有 
(1-2-Y2ü -z*h- zh))h= YZQ — z+ — zh). 


Ap, Y=. 经 过 整理 ， 即 可 知 UE (5.4.7) 式 ， h 


基于 方程 (5.4.7) 式 ， 因 为 它 是 二 次 的 ， 用 通常 的 方式 ， 经 过 
MAMAS, HA 


26 
1- (1-200 + £n’ 


Yz(1 + h) = nC(1 — n — nC). 


zY =n ~n), z = 
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由 此 ， 利 用 定理 1.5.2, 可 导出 
miník.!] 
&plh- $^ Ailk,l), 
iz [1/2] 
使 得 Ai(k,2) = 


2*-*(3i — 1)(31 — 5i + 2)(8k — 1 — 1)! 


(k i(2k 4: i DM — DY 0 — š + DE (5.4.8) 


其 中 ， 2<10< 2k, k> 1. 
Wa, BEBE —B55S- um. 4 Q C Er - LAME 
的 集合 . 对 于 M = (0,7) EY, HM AK, VR M EH, Bo 
可 能 ， 其 根 边 为 一 2 重 边 使 得 形成 一 个 非 根 面 的 边界 ， 或 否 . 
对 后 者 ， 可 令 


Ei = (Uz Japim YT Tap irh t= 152,9, 7, (5.4.9) 
使 得 从 根 边 始 沿 根 面 边界 有 < j <b <p < l < ja co 和 对 
任何 ¿> 1, RAM 
e = (uz(Tagyri UZ (Top) r), 
fin < t < lh, j < s < L (5.4.10) 


He. 
设 W = (Y.P) 为 一 个 平面 地 图 且 恰 有 二 个 I 次 的 节点 和 其 
他 节点 全 是 3 次 的 ， 如 果 它 的 根 面 边界 的 形式 为 


(=, Tar, (Pap)*r, tta (Paf)*r, `. -} 


Xi k > 3, k = l(mod 2), 使 得 w 与 pase, 是 1 次 节点 和 
V(PoB)ir:i = 1,2, ME] k —1, X BUB SA, 划 W 被 称 为 反 三 正则 链 . 
注意 ， 杆 地 图 也 是 一 个 反 三 正 出 链 ， 即 = 1 的 退化 情形 . 
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SM = (X,7)€ H 属于 第 二 可 能 , 记 Mo, Mi, M», 为 
"E RE BECA BL IER SE CI ER * H f Bh P). 由 三 正则 性 和 不 可 
分 离 性 ， 它 们 全 都 沿 MHRA RY. 而 有 全 ,它们 中 的 
任何 两 个 均 不 会 有 公共 的 3 次 节点 ， 由 此 可 见 ， 若 将 M 中 的 每 个 
极 大 反 三 正则 链 用 一 条 边 代 替 ， 则 所 得 的 地 图 就 是 外 -无 纺 的 . 

反之 , 也 可 以 看 出 ,任何 一 个 第 二 可 能 的 M EH 均 为 由 某 个 
外 -无 弦 地 图 通过 将 其 若干 边 用 反 三 正则 链 代 替 而 得 到 . 

进而 ， 对 于 一 个 反 三 正则 链 B = (8, J), 因为 边 (*(7ogyiteir, 
Ugaitz) 不 是 割 边 ， 其 中 了 为 吾 根 ， 它 的 子 地 图 B; = (B. J) 
使 得 Z, 仅 在 二 节点 Usapin = (Jap) tr, Z(7a8) 7) 和 
Ugapyt2r = (J- (JoB)?r, J(J;a8)**?r) 处 与 J 不 同 是 不 
可 分 离 的 . 令 B, 为 将 B, 中 的 这 两 个 2 次 节点 忽略 而 得 到 的 地 图 . 
ARE, Bi E KH, 即 不 可 分 离 3 正则 地 图 . 这 样 ， 反 三 正则 链 的 
计数 函数 由 内 的 所 确定 ， 因 为 2 的 计数 函数 已 经 由 (4.4.3) 式 所 
给 出 ， 基 于 上 面 所 讨论 的 ， 人 @ 的 计数 函数 也 就 可 以 确定 了 . 

当然 ， 还 有 别 的 方法 计数 Q. Wil. J. Q 本 身 的 分 解 ， 求 出 
其 计数 函数 所 满足 的 方程 ， 或 考察 与 近 3- 正则 地 图 的 关系 . 


85.5 注 记 


5.5.1 在 [Liu51] F, oy BL (5.1.24) 式 . 由 定理 5.1.2 可 知 U1, 
解 方程 6.1.15) 式 ， 可 得 


u= = {2-24 (2—aa)vi — 2bz + cx? , (5.5.1) 


其 中 a,b 和 < 出 现在 参数 考 示 (5.1.18) 式 中 .因为 基于 定理 1.4.2, 
可 以 将 以 视 为 z 和 z BTA HE he x 
过 程 是 有 效力 的 ， 
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BRA {5.5.1) 式 出 发 ， 利 用 推论 1.5.1, 或 者 由 


“= (1 i zu) * ES (5.5.2) 


_ (2n)! z3 X" zz ntl 

gro vie = ;) (1 ~ =~ 7%) (5.5.3) 
出 发 ， 利 用 推论 1.5.2, 可 以 求 出 的 显 式 . 这些 分 别 在 [liu35], 或 
[MNSH 中 有 论述 .但 圣 今 却 仍 无 简单 的 显 式 问世 ， 


5.6.2 在 85.2 中 的 主要 结果 ， 出 自 Tutte 于 20 世纪 60 年 代 
末 的 手稿 ,不 过 ,那里 是 一 个 三 次 方程 . 可 否 通 过 改变 参数 求 得 一 
个 二 次 甚至 一 次 方程 ， 尚 竺 研究 . 不 过 ， 内 要 注意 到 方程 (5.2.18) 
式 对 2 是 二 次 的 ， 就 可 用 $3.2 中 所 建议 的 方法 . 


5.5.8 Æ 85.2 中 所 讨论 的 基础 上 ， 如 何 数 在 射影 平面 上 的 
C*- 定向 的 二 部 可 辟 3- 正则 地 图 ， 仍 然 是 一 个 有 待 解决 的 问题 ， 


5.5.4 三 正则 的 Hamilton 平面 地 图 , 对 于 四 色 问 题 曾 是 很 重 
要 的 ， 人 们 曾 试 图 通过 证 明 每 一 个 3- 连通 ， + 正则 平面 地 图 有 
Hamilton 图 以 解决 四 色 问 题 . 然而 , 这 个 途径 , 是 Tutte 首先 否定 
的 , 这 就 是 他 给 出 了 第 一 个 3 连通 3- 正则 平面 地 图 是 非 Hamilton 
的 例子 . 

5--J; B, 3- 正则 地 图 在 解 高 斯 曲线 交叉 问题 中 也 起 了 重 
要 作用 [Liu58]， 关 于 数 Hamilton 3- 正则 平面 地 图 的 问题 也 是 由 
Tutte 发 起 的 [Tut4]. 当前 ， 还 仍然 存在 如 何 数 平面 上 ， 或 球面 上 
以 至 一 般 曲 面 上 的 一 般 Hamilton 地 图 的 问题 


5.5.5 ”沿用 方程 (5.5.7) 式 可 以 确定 AMA. 同时， 也 可 以 
从 85.1 所 讨论 的 一 般 3- 正则 地 图 出 发 以 确定 它们 ， 不管 怎样 ， 都 
需要 克服 从 中 出 现 的 复杂 性 、 关 于 (5.4.8) 式 的 详细 推导 ， 可 参见 
[CaL1]. 
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5.5.6 Tr $5.4 PRA y — RRZTIS, h-E 3- 正则 平面 
HOR. BEE, HY Rb - 2035 — 8t {不 一 定 3- 正则 ) 
的 平面 地 图 . 

5.5.7 在 器.4 的 基础 上 ， 数 某 种 类 型 的 3- 正则 地 图 在 Klein 
瓶 以 至 一 般 不 可 定向 曲面 上 ， 在 环 面 上 以 至 一 般 的 可 定向 曲面 圭 . 
在 这 个 过 程 中 需要 进一步 了 解 本 质 圈 以 及 本 上 质 S- ERR. 


第 六 章 
Euler 地 图 


86.1 平面 Buler 地 图 


一 个 地 图 被 称 为 Euler 的 , 只 要 它 的 所 有 节点 都 是 偶 次 的 . 由 
公理 2 可 见 ， Euler 地 图 的 基准 图 是 Euler 图 ， 令 U 为 所 有 带 根 
平面 Buler 地 图 的 集合 ， 这 里 ， 约 定 节点 地 图 四 在 U 中 . 

进而 ， 将 u 分 为 三 类 ， Uo, u. 和 Uo, ER 

H = Ho +H +U (6.1.1) 
使 得 Uy = { 引 ,或 者 简 记 (0) = 9, 和 | 
¿A = (U|VU € H a = e,(U) HAH}. 


315: 6.1.1 任何 Euler 地 图 (不 一 定 是 平面 的 ) RUE. 


证 RES 假设 Euler 地 图 M A— RBA e = (u,v), BI 
Mi Ue U M. 使 得 Mic Ma = 0. HP, Mi Ht Mo 均 为 M 的 子 
地 图 ， 且 Mi M. 4E S; a Mv 关联 .由 M 的 Euler PE (BI +f 
点 为 偶 次 ), u 和 v 分 别 为 M 和 Ma 中 仅 有 的 一 个 奇 节 点 ， 与 一 
个 地 图 只 能 有 偶数 个 奇 节 点 矛盾 . 1 
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引 理 6.1.2 + Ma) = (U -aU € 44), FH a = e,(U). H, 
有 
Un = UU, (6.1.2) 


其 中 OH lv RK, $m $211 中 所 示 . 


证 AAHH U €h, 它 的 根 边 a 是 一 个 自 环 ， 可 以 看 出 
U-—a=U4+U, Jtr Ui JH U, 分 别 为 U 的 ， 在 自 环 a 的 内 部 和 
外 部 区 域 的 子 地 图 . 又 ， 可 以 检验 ，Ui 和 U; 均 允 许 为 HEA 
一 个 地 图 ， SOM, (6.1.2) 式 左 端的 集合 是 右 端 集合 的 一 个 子 
集 ， 

另 一 方面 ， 对 任何 了 = U,+U;, UU; € 4, BI U EM OU, 总 
可 以 通过 添加 一 个 自 环 & 以 为 根 边 而 将 U, 和 U; 分 别 置 于 a’ 的 
内 部 和 外 部 区 域 得 地 图 UV'. 易 验 证 ，V' jp Euler 地 图 . 由 于 ao’ 为 
自 环 ， 有 Ue. X, WX U = U' — a, FU € Hu). 这 还 意味 ， 
(6.1.2) 式 右 端的 集合 是 左 端 的 一 个 子 集 . h 

对 任何 UE tz, 它 的 根 边 a 必 为 一 个 杆 ， 由 引 理 6.1.1 可 知 ， 
车 Uea= Uy+U;, ABU 和 Us 之 中 有 一 个 是 节点 地 图 . 对 一 般 
É U EU, # Ú ea = Utb, B U, 8 U, 均 不 为 节点 地 图 , 则 必 
有 在 U, 和 U; 的 公共 节点 处 ， 它 们 的 次 均 为 偶数 . 


引 理 6.1.3 $ Up = {U s a|VU € 2}, a = e(U). W, 有 


HP I=. 


证 B ELnPrU He EDRITEXCSI APMP L6 中 ， 即 可 看 出 
(6.1.3) 式 堪 端的 集合 是 右 端的 一 个 子 集 . 

E. HEA Ucu- 因为 它 的 报 节点 o 的 次 至 少 为 2 总 
WS o 为 二 个 节点 o1 和 oz 使 得 它们 全 是 奇 次 的 ， 并 且 添 加 过 


176 SAK Euler 地 图 


a’ = (01,09) 得 地 图 U'. 易 验 证 ， U'ecU. 又 ， 它 的 根 边 a' 不 是 
AFR, WRU 1. fh, HU = U! eq, HU € Mo) 这 又 意味 
(6.1.3) 式 右 端的 集合 是 左 端的 一 个 子 集 . 4 


对 任何 UE UU 一 四, 总 可 假设 它 的 根 节点 o BIKA 2k, k 2 1. 车 
由 劈 分 o 而 得 地 图 U" 的 根 节点 的 次 为 2i, 自然 oa 的 次 为 2k+2—2:, 
则 这 时 记 UF = Uti, i= 1,2,..-,R. 

由 引 理 6.1.1, 可 见 这 个 过 程 对 i = 1,2,--- k RTM, 3E 
且 所 得 的 地 图 全 是 Ue 中 的 元 素 . 


引 理 6.1.4 X 26, 有 


l= Y IU i- 1,2, ,m(U) P]. (6.1.4) 
Uc --3 


其 中 2m(U) X3 8 U É WR W ux. 


证 首先 , Uo 中 的 任意 元 素 ， 唯 一 地 相应 (6.1.4) 式 右 端 中 
的 一 个 元 素 . XJ+ U cle, ita = (o, v) 为 它 的 根 边 和 0 与 v 的 次 
用 p(o) = 26 5 p(v) = 2t RM, st» 1. $U AEU LKA a 
所 得 的 地 图 ， 即 V' = U ea. aM, U = Ub. 从而， 在 (6.1.4) R 
右 端 集合 中 只 有 一 个 元 素 与 之 相应 . 

然后 ， 看 在 (6.1.4) 式 右 端 集合 中 的 元 素 也 只 有 左 端 的 一 个 元 
素 与 之 相应 ， 事 实 上 ， 对 (6.1.4) 式 右 端的 任何 一 个 地 图 U, 由 引 
理 6.1.3, 有 U € 06, MEARS. 

从 而 ， 综 上 二 方面 ， 即 得 引 理 ， h 

下 面 , 看 一 看 带 根 平 而 Buler Rb TK AR i RK u = uu 
满足 什么 方程 .这 里 ， 


u= > gil}, AU) | (6.1.5) 
Ueu 
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其 中 2m(U), MLR, AU 的 根 节点 次 和 
n(U) = (n (U), ns(U), Uta, 0717 J 
nj 为 U 中 次 是 2i 的 非 根 节点 的 数目 ， > 1. 
定理 6.1.1 FETE X u= ulr, y), y = (yzy) 方程 
= 1 + z2u° +2? (6.247 vz ) 6.1.6 
u eu? + z [ y 6, y (« )) ( ) 
X u( /2) = uly = uy) ECR 2,y}, R HERR, LR 
ix. "mH, Ww RS u= uu, m (6.1.5) X BR. 
证 只 证 后 一 个 结论 ， 前 一 个 可 以 用 通常 的 递 推 方法 导出 . 
由 于 2m(9) = 0 和 y(9) = 0, Uo MF u 的 部 分 为 
up = uy, = L (6.1.7) 
由 引 理 6.1.2, L4 RF u 的 部 分 为 


th = z2 > g 2m), 000) 
U€u, 


= r uh. (6.1.8) 
为 导出 Uo RF uu 中 之 部 分 uo HS 


f(z) = 》 aU) 23(U) ya), 
U ctt 


其 中 2;(U) 为 U 的 根 边 之 非 根 端的 次 和 
A(U) = (n> (U), ña (U), "tt , ña (U), `. 小 


ño (U) 为 除 与 根 关联 的 二 节点 外 ， 次 是 20 的 非 根 节点 数 ， 宇 > 1. 
易 见 ， 
RU) = nV) — exjquy; 
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其 中 ezj(v) 为 除 第 3(U) 个 分 量 为 1 外 ， 其 他 分 量 均 为 0 的 无 限 维 
向 量 ， 可 以 论证 ， 


一 au). 6.1.9 
ua / äly) (6.1.9) 
1838 9| 38 6.1.4, 有 
ü(z = 5 Y gi zm (0) 262 yg) 
Ueu- i=1 i 


1-- 
L Z2m(U)-2 
== 2, 470 Y 


= za (uv). 


然后 ， 由 (5.1.9) 5t, 18 
ug = > f vh (av). (6.1.10} 
` $A (6.1.7) së, (6.1.8) 式 和 (6.1.10) 式 ， 即 可 知 4 = uu 满足 
方程 (6.1.6) xX. t 


若 记 u(z, y) = u(z, $), 其 中 p= (y^ ut ny” 小 则 fa = 
ula, /y) B EARE U 以 z 和 2 分别 对 应 根 节点 的 次 和 度 的 计 
HK HK. 


引 理 6.1.5 XT 83 3 f= fizy) 的 方程 
a3y(1 — 22) fa, — (1 — 2? + z2y) fe 


+(1— 2?) + 27yf* = 0, (6.1.11) 
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X f° 一 FL ELAR ay, ASIE, PREAH. WH, 
这 个 解 就 是 f= fa, 如 上 所 示 . 

证 还 是 只 证 后 者 .前 者 葛 证 明 是 通常 的 . 

Bt, Elbo Mi, SET fe 的 部 分 fo 和 fa. 因为 如 无 边 ， 从 
而 也 无 根 节 点 次 , 有 而 = 1. 由 引 理 6.1.2, 考虑 到 根 自 环 占用 了 一 
边 和 根 节 点 次 中 之 2, 有 万 = ryf. 

然后 ， 看 Mz 对 fer 的 贡献 fo. 由 引 理 6.1.4, 有 

m(U) 
hey (YO 


Ueu i=l 
1 — =2m(U) 


— p? n(U) 
=z2y > 1 一 g? y 


其 中 fa = fell, y). 
基于 此 ， 可 以 看 出 


fa = fole, y) + hin y) + faz. y) 
=1 +2 yfi + h = E fe 
通过 合并 同类 项 和 移 项 ， 即 得 fer 满足 方程 (6.1.11) XX. " 
方程 (6.1.11) 式 的 判别 式 为 
é(z,y) = (YX — X + 1 - AyX(X — 1) 
x(X —1- yzf"). (6.1.12) 
这 里 ， X =z2. ER y 的 一 个 级 数 ， 使 得 X = C NA S(x,y) 
的 一 个 重 根 ， 即 为 联 立 方程 
ey! — 26(6 — y (£- 1? 
-4£(£ — 1)?y + 4y E? (E — 1)f* = 0, 
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2£y^ — 2(2€ — 1)y + 2(£ — 1) 
—4(€ — 1)(3€ — 1)y + 4" £(3£? — 2) f* = 0 
的 解 ， 由 此 可 以 导出 ，g 和 f* 以 上 为 参数 的 者 示 式 ; 


y= EE, pite (6.1.13) 


| (-a3y 


定理 6.1.2. RAs 条 边 的 带 根 平面 Euler 地 图 的 数目 为 


_ 3: 27-1 (29)! 
E, = “Hera!” (6.1.14) 
Ma>il;1,4=0. 

证 FH (6.1.13) 式 的 第 一 个 关系 ， 可 见 


g 
-2 


这 就 可 以 利用 推论 1.5.2, 确定 f* 作为 y 的 筹 级 数 ， 含 yt 项 的 系 


f=i~y 


数 应 为 ， ; 
eld / £^ df 
OF = a! d£*71 (ate r) f=1 
_ 9-277! (28) 
~ Bl(s + 2)! 
X521 Be 0 时 ， 只 有 节点 地 图 0, 自然 为 1 这 就 是 (6.112) 
=. ü 
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4 U = (4,7) 为 一 个 带 根 Euler 平面 地 图 . 对 U 的 一 个 节点 
v= (21,23,:::, t1), Bil Tt; = Jim, i= 1 2， h, 造 另 一 个 地 图 ， 
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H U(v) 一 《fu Jp) dm, 使 它 为 从 U HERTA 7, Lab 
和 Joy 仅 在 下 面 的 节点 处 与 了 不同 ， 


vi = (1,91, oy); u; = (zi Yi ayi) 2 < i < L. (6.2.1) 


在 上 的 这 个 运算 称 为 在 v 处 打 洞 . EU 的 每 个 节点 处 均 打 了 
洞 和 而 得 的 地 图 ， 被 称 为 U 的 润 地 图 , 记 为 U. 即 ， U-U(v|vo € 
V(U)). 容易 看 出 ， 任 何 一 个 地 图 的 润 地 图 ， 都 是 与 原 地 图 在 同一 
曲面 上 的 3- 正则 地 图 ， 本 节 ， 只 讨论 平面 ， 即 球面 的 情形 .一 般 
地 ， 总 是 想象 的 根 节点 处 的 GE, 即 由 新 添 边 组 成 的 图 的 内 部 区 
域 ,之 边界 , 即 这 个 由 新 边 组 成 的 图 ,为 U 的 外 面 的 边界 ， 其 他 
的 ， 内 面 边界 . 

因为 Euler 地 图 的 每 个 节点 的 次 均 为 偶数 ， 可 以 假设 U 的 根 
节点 的 次 为 2m 和 次 为 2i 的 非 根 节点 的 数目 是 ns, i > 1. 由 图 的 
基本 知识 ， 可 知 


(U) 7 m+ in; (U) =14+ Y ni, (6.2.2) 
izl £i 
其 中 eU) f (U) AMA U HAW. 
id M(m, n) ABCA HH Euler 平面 地 图 的 集合 ， 使 得 它 中 每 
个 好 图 的 根 节 点 次 均 为 2m 和 次 是 2i 的 非 根 节点 数 为 n, n = 
(ri, fig, is). 
另 一 方面 ， 可 以 依 如 下 的 方法 构造 一 个 3- 正则 平面 地 图 . 
第 一 步 在 平面 上 打 n 个 洞 ， 使 得 任何 两 个 湘 的 边缘 均 无 公共 
A, 而且 其 中 有 一 个 合 无 限 远 点 . 然后 ， 将 它们 标 为 1, 2,…,n 使 
得 1 是 那个 含 无 限 远 点 的 洞 . 所 有 这 些 洞 的 补 被 称 为 环 带 . 
第 二 步 ERTA + 的 边 绿 上 ， 取 2h 各 点 作为 节点 ， i= 
1,2,.…,n. 令 S ARSE 2,3,---.n 的 洞 的 集合 . 
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第 三 步 在 标号 为 1 的 润 的 边缘 上 ， 选 择 一 个 节点 v 和 另 一 个 
节点 u. ARERR Blu 的 不 自 交 曲线 ， 使 得 与 这 些 油 
Ka, Bu flv 外 ， 无 其 他 的 公共 点 (不 一 定 是 节点 D. 

ROS 沿 这 个 曲线 切 开 ， 并 且 忽 略 u Me it. 

情形 1 I$ ud v 在 同一 个 润 的 边缘 上 时 ， 则 这 个 平面 被 分 
MARTH. 它们 分 别 为 从 4 到 再 经 过 洞 1 边缘 上 一 段 品 到 
v, 和 从 44 f| v 再 经 过 洞 1 边缘 上 的 另 一 段 回 到 u. 在 这 两 个 环 带 
H, 每 一 个 都 将 那 条 通过 湄 1 边 稼 的 曲线 国 成 的 洞 也 标 为 1. 分别 
APH PRS 中 的 洞 落 在 这 两 个 环 中 的 部 分 ， 可见， 


S=P+P. (6.2.3) 


EX, BEM PMP 允许 是 空 集 . 

情形 2 X uidi MRL, G41, Uuo 不同 在 一 个 
铀 的 边线 上 ， 则 通过 说 这 条 从 ”到 立 的 曲线 切 开 ， 并 略 习 与 避 不 
计 ， 可 将 洞 1 和 洞 了 合成 为 一 个 . 然 这 时 的 洞 数 比 原 来 的 少 1. B 
然 ， 这 个 合成 的 洞 应 标 为 1. 

第 五 步 执行 第 三 步 ， 直 到 不 能 进行 为 止 . 

这 个 过 程 就 是 所 说 的 切片 ， 


定理 6.2.1 女 片 这 程 结束 必 使 所 有 的 节点 均 两 两 成 对 ， 即 对 
任 一 节点 ， 总 有 ， 而 且 仅 有 ， 田 一 个 节点 使 得 与 它 曾 壕 过 一 条 曲 
线 ， 若 将 两 节点 在 某 一 润 的 边界 上 相继 ， 或 者 曾 连 过 一 条 曲线 视 
为 相 邻 ， 则 切片 结束 将 得 到 一 个 3- 正则 平面 地 图 . 


证 用 上 反 证 法 证 第 一 个 结论 . 假若 切片 过 程 结束 , 尚 有 两 个 节 
Ki u fü o NU SEM SIS EI HER. MR hv 在 同一 个 
环 带 ， 必 仍 可 进行 第 三 步 ， 则 只 能 4 和 w 在 不 同 的 环 面 上 . 由 于 
每 个 洞 的 边缘 .上 有 偶数 个 节点 ， 和 在 每 一 环 带 上 只 能 有 偶数 个 节 
A, ERARA EHR, M| < 所 在 的 环 带 还 必需 有 另 一 个 节 
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Aw 尚未 被 连 过 线 . 然 ， 这 又 允许 在 此 环 带 上 进行 第 三 步 ， 与 第 
HHFA. 

用 对 节点 数 的 归纳 法 证 第 二 个 结论 ， 当 节点 数 少时 ， 易 验证 . 
一 般 地 ， 依 切片 过 程 中 的 第 四 步 ， 要 分 两 种 傅 形 讨论 . 

情形 1 对 于 第 四 步 中 的 情形 1. 依 归 纳 靶 假设 ， 记 M. 和 M, 
为 经 过 此 步 产生 的 二 个 环 带 ， 在 切片 过 程 之 下 所 分 别 得 到 的 3- 正 
则 平面 地 图 。 则 通过 切 证 曲线 所 对 应 的 ， 在 Ma 和 M; 外 面 边界 
上 ， 那 二 边 内 的 各 一 段 合 而 为 一 ， 并 恢复 二 个 节点 ,将 Mi 和 M; 
合成 为 地 图 M. 由 Mi 和 M; 的 3- 正则 性 ， 即 可 导出 M 也 是 3- 
正则 地 图 .进而 ,还 可 以 看 由， M 是 平面 的 当 ， 且 仅 当 ， M 和 
M: 同时 是 平面 的 . 

情形 2 对 于 第 四 步 中 的 情形 2, 因为 所 得 的 环 带 比 原 来 的 少 
二 个 节点 ， 由 归纳 续 假 设 ， 通 过 切片 过 程 ， 从 这 个 环 带 产生 一 个 
3- 正则 平面 地 图 Mi. 从 切片 过 程 可 知 ， 在 Mi 的 外 面 边 界 上 必 有 
两 条 边 ， 它 们 每 条 之 内 有 一 段 曲 线 . 此 二 段 曲线 相应 在 原 环 带 上 
连 二 节点 的 那 条 曲线 段 ， 将 此 二 曲线 段 合 而 为 一 ， 并 恢复 二 端点 
为 节点 ,得 地 图 M. 它 就 是 从 原 环 带 ， 经 切片 过 程 得 到 的 . 由 M. 
的 4- 正则 性 和 平面 性 ， 可 导出 M 为 3- 正则 平面 地 图 . 

综 上 所 述 ， 定 理 得 证 . h 


在 平面 的 环 带 上 ， 利用 切片 过 程 求 得 的 地 图 ， 人 也 称 为 bh k. 
因为 任何 一 个 切片 化 都 是 一 个 3- 正则 平面 地 轿 ， 总 可 将 它 视 为 有 
根 的 . 令 S(m,n) 为 所 有 这 种 切片 化 的 集合， 使 得 其 中 每 个 切片 化 
的 外 洞 (标号 为 1) 的 次 是 2m, 和 次 是 2: 的 标号 不 为 1 的 洞 数 为 
m 20, i21, n= (mna) | 
引 理 6.2.1 Í m > 1 # n, > 0, í > 1, 有 
区 (ai n)| = |S(m;n)|, (6.2.4) 


XP n= {nanne 
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证 对 任何 UeU(m;n), 有， 且 仅 有 ， 一 个 洞 地 图 要 与 它 对 
En 依 上 面 所 述 的 切片 过 程 ， 在 U 的 润 地 图 六 上， 以 不 在 潮 边 缘 
上 的 边 之 二 端 为 和 v, 和 连 它们 的 边 为 曲线 ， 进 行 第 三 步 . 由 可 
的 平面 性 ，U 也 是 平面 的 、 这 个 过 程 结 束 对 ， 必 切 开 所 有 U 相应 
U 的 边 . 这 样 得 的 切片 化 与 U 同 构 ， 可 以 检验 ， Ue S(m;n). 
反之 ， 对 任何 一 个 M € S(min), 通过 将 M 中 每 一 个 润 收缩 
为 一 个 节点 ， 即 可 唯一 地 得 一 个 Euler 平面 地 图 U € U(m;n). 可 
URE, UU -5 M 同 构 . B, MA, BR, KRU 
与 之 对 应 . i 
HAR, SMES, 8 是 平面 的 所 有 切片 化 的 集合 W M 有 
个 澜 ， 它 们 分 别 标 为 1,2,…,k, 在 洞 i 的 边界 上 ， 有 21 各 节点 . 
x k 
l= L. (6.2.5) 


i-i 


BH, M 总 共有 24 个 节点 . $ 
*(h I, be) (6.2.6) 


为 具有 个 洞 的 如 上 所 述 的 平面 切片 化 的 总 数 . 可 以 用 (5; S) f& 
* (6.2.6) 式 ， 其 中 S = 2,3, k) 为 除 标号 为 1 的 洞 ( 即 根 的 ) 
外 ， 其 他 所 有 洞 的 集合 ， 


引 理 6.22 SB yh.) 满足 如 下 的 过 推 关 系 : 
4-1 
hi S) = $^ S Gi PY — 3 1; P) 


PCS j=0 
k 
+Y yh 1-18 —{r}), k 2 2, 
ra 


3(1;9) = cbe k=l, (8.2.7) 
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其 中 4(0,P) 自然 规定 为 O. 


证 对 于 大 = L 它 相 应 3- 正则 外 平 而 地 图 的 数目 . 由 55.3 所 
讨论 的 可 知 ， 这 就 是 Catalan 数 . 

一 般 地 ， 依 前 所 述 的 切片 过 程 ， 融 分 二 种 情形 讨论 . 

情形 工 当 w 和 wv AEHL HMR. SH rg 21, 个 节点 
为 01, tas. van 不 失 一 般 人 性 ， 可 设 v= w. 理 则 ， 只 需 改 变 一 下 
标号 ， 为 了 得 到 一 个 环 带 ， 使 得 所 有 洞 均 具有 侦 数 个 节点 ，4 只 
能 是 vj i — 0,1, — 1. 4R, j= ON y(h;S) ZEE BR. 对 
所 有 了 > 0, 这 个 总 奉献 为 


Hh 一 1 


YS va P)y(h — i - 1; P). 


PCS j=0 


这 就 是 (6.2.7) 式 的 第 一 个 式 子 右 端的 第 一 项 . 
情形 2 Huet r AO 的 边缘 上 ， 因 为 这 时 ， u 有 21 种 可 
能 选择 ， 引 起 


k 
Y ays +b ~ 158 ~ {r}) 
r=2 
WF y(b; S). 这 就 是 (6.2.7} 式 的 第 一 个 式 子 右 端的 第 二 项 .从 而 ， 


引 再 得 证 : 
根据 (6.2.7) 式 ， 可 以 确定 出 
1-1)! (21)! 
(hs) = 7! a s Qa 628 


Ah 1 H (6.2.5) 式 给 出 . 


定理 6.2.20 JFK v V e f H X 2i 的 非 根 节 点 数 o f 8 36 X 
X 2m 的 带 根 Euler 平面 地 图 数目 为 
(e— 1M — (my _ (2i — 1)! 
II + (GR ) ， (6.2.9) 


(€— v + 2)! m(m — 1) E qi! 
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其 中 De #a m > 1. 


证 由 引 理 6.2.1, 以 及 考虑 到 切片 过 程 申 第 四 步 的 情形 1, 那 
个 节点 4 有 U;,j 22, 种 选择 方式 ， 和 具有 相同 次 的 非 根 节点 间 
的 对 称 性 ， 注 意 到 相应 参数 的 书 义 ， 苑 可 将 (6.2.8) 式 变 为 (6.2.9) 
x. h 


86.3 Euler 平面 三 角 化 


令 Uri 为 所 有 Euler 平面 近 三 角 化 的 集合 ， 即 只 有 外 面 ， 或 
无 限 面 ， 有 可 能 不 是 三 角形 ,自然 ， 最 简单 的 是 三 角形 本 身 . 这 里 
为 方便 ， 还 是 将 节点 地 图 攻 考 虑 在 肉 ， 作 为 退化 情形 . 


83: 6.3.3 dem € US, EU PRERA Bst dust. 


证 用 反 证 法 . Mik elu, v) EU € Ma 的 一 条 人 割 边 , WM U — e = 
Ui + Ua, Rb U A U, AU TH. 但 由 Euler BE, U, 和 
U2 均 恰 有 一 个 节点 、 即 4 或 v, 的 次 是 奇数 ， 这 是 不 可 能 的 . 

另 一 方面 ， 假 车 ee = (u,v), u = v, 为 5 的 一 个 自 环 WAU 
WZA, Ee 的 内 部 区 域 U 的 子 地 图 ， 仍 应 为 一 个 Euler 平面 
近 三 角 化 ， 且 外 面 的 次 为 2. 这 又 与 Euler 近 三 角 化 的 外 面 次 必 能 
被 3 整除 矛盾 . h 


对 U = (X, P) € Un, 4 


Ü =U — (Pr, PoB(Pr), (Pos) (Pr) 


AA U 中 去 掉 与 Pr, PaB(Pr) 和 (Pag) (Pr) 关联 的 三 条 边 而 得 
到 的 . 它们 就 是 与 根 边 a = Kr = eU) 关联 的 非 根 而 边界 上 的 三 
条 边 . 
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将 lr 划分 为 四 类 ， Ui, i= 0,1,2,3. Bp, Hiria = 9, 和 


Uai = {UW 3 U 的 i 个 子 地 图 节点 不 交 并 ]， (6.3.1) 


其 中 = 1,2,3. 从 而 ， 
3 
Uti = Y Uti- (6.3.2) 
i=0 
进而 ， 记 
Uri, = (Ü|vU € Um] (6.3.3) 
对 1 =1,2 和 3. 


引 理 6.3.2 对 Uni, 有 
Uni, = Umi — Unal) — 9. (6.3.4) 


XB. Uml) = {UI € Li, m(U) = 3), fe m(U) A U 的 根 面 
X. 


证 由 引 理 6.3.1 的 证 明 所 述 , 可 知 (6.3.4) 式 右 端的 集合 , 为 
所 有 根 面 次 不 小 于 6 的 Euler 平面 近 三 角 化 的 集合 .因此 ， 记 之 
为 Use. 

MEU € Üm, D U = W, W = (X, a, P) € Ura, B. W 的 
ËL v. dH W 的 Euler 性 与 近 三 角 性 ， 容 易 验 证 ， U €Un, B 
它 的 根 为 Par. 由 于 在 UV 的 根 面 边 界 上 ， 总 有 如 下 的 一 段 


UPS 1r,p2r,p$(P2r), p2(pá)2(p2r), PEP (PS)? (Pr), Pér), 


Š = af, 18 U € Use, B (6.3.4) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 . 

EZ, WEA U = (人 ,7) S ss, r 为 它 的 根 ， 可 以 构造 地 图 
W = (X', I) ER X = Y+Kz+Ky+K:, 且 以 了 为 根 , AT LE 
下 面 的 三 个 节点 处 与 了 不同: vs = (2,y,( Jaf} r, J (Za 8) tr, 
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ey JI (Jaf)^*r) vg, = (ofiz,r, Jr,---, Jr, 082) 和 va, = 
(ay, z, (Jabr, Z(JaB8) ?r,---. 7! (ZoB) ?r). HX W ILU 
只 增加 了 三 个 非 根 面 ，(y,z,a8z), (of: (708) r (708) ?r) 和 
(afz, (Jap) r, (Jah) tr), 且 它 们 的 次 全 为 3. WA, W € La. 
X., AA W - {u z afr} = U 为 一 个 地 图 可知 W e Un. 从 
ii, U-W e Wr. Bl (6.3.4) 式 左 端 集合 中 之 一 元 素 . a 


HEU = (X, P) Ura, r HERR. io, u 和 vw 3 ES r, 
fr 和 BPr 关联 的 节点 . 为 简 鸽 ， 将 它们 分 别称 为 第 一 , 第 二 和 
第 三 节点 . 

引 理 6.3.3 4T U € Ura, u Ry & w E Ü PERAH 
一 节点 o 也 不 与 第 二 节点 uki, W H + 5 8 — 3. 


证 由 UE Uris 知 fE U PH-PA o 和 第 二 节点 属于 
Ü 的 同一 连通 片 。 从 满足 的 条 和 件 ， 只 能 为 U 的 内 节点 ， 和 制 
点 ， 依 三 角 性 ， v 所 在 连通 片 的 外 面 边界 不 合 边 .这 就 意味 ， 在 
U 中 v5 的 次 为 2, ifi, Bn 52. 1 


由 引 理 6.3.3, Uti, 可 以 划分 为 三 类 ， Us Uis, 和 Ut 使 
得 3 
Uri, = US. (6.3.5) 


i—1 
其 中 uS, = 
{UIYU € Uy, fE Ü th 38 iS EUR M h HAEN) (6.3.6) 
Z$ = 1,2, 和 3. 
引 理 6.3.4 对 Uta. 有 
USD = Uni x (Umi — 5), (6.3.7) 


HY = Uri x (Umi — 9), (6.3.8) 
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UP) = (Ura — 9) x 9, (6.3.9) 
KYO, SUN, AV sx. 


证 首先 ， 证 (6.3.7) RM (6.3.8) 式 ， 因 为 有 二 个 连 道 片 ， 
一 个 连通 片 只 与 第 一 个 ， 或 第 二 节点 关联 ， 而 另 一 个 则 与 其 他 二 
节点 关联 ， 因 为 前 者 无 限 面 边界 上 所 有 边 ， 均 在 U 的 无 限 面 边界 
E, 可 大 允许 为 Urs 中 任何 一 个 地 图 . 而 后 者 ， 在 无 限 面 边 界 上 ， 
有 一 边 不 属于 UV 的 无 限 面 边界 . 可 以 验证 ， 允 许 ra PRR 9 #F09 
任何 一 个 地 图 . 这 就 意味 ， 有 (6.3.7) 式 积 (6.3.8) K. 

SUG, UE (6.3.9) 式 ， 由 引 理 6.3.3 知 ， 郊 个 与 第 三 节点 关联 的 
连通 片 ， 实 际 上 只 有 一 个 节点 ， 即 节点 地 图 J 另 一 个 连通 片 ， 与 
证 (6.3.7) 式 和 (6.3.8) RE HI, SI Un PRR YD OA 
一 个 地 图 ， 从而， 有 (6.3.9) XX. Ë 


sim 6.3.5 a F Uria 有 
Zr = Ui X Usi x yi, (6.3.10) 
其 中 x # Descartes 81. 


证 因为 第 一 ， 第 二 和 第 三 节点 均 为 割 点 ， 而 且 Û 的 三 个 连 
WAZA, HEU ARIA. TE Los 的 任 
fe] — “abs P Ea up FA ke a. Jm, A (6.3.10) Xi. A 


将 rr 的 计数 函数 记 为 


fri = Fraley) YO cy), (6.3.11) 
EMTYi 
其 中 m(U) 和 n(U) 分 别 为 U ARAS JETR DH. 
下 面 , 看 一 看 , W i= 1,2 和 3, Urm, MY fra 中 的 部 分 fra 
对 Miris» Gu BN 3, 自然 可 得 


frrio = 1. (6.3.12) 
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对 Utan 由 引 理 6.3.2, 有 


fra say yl qms 
U eza, 
= s*y (fra — f, — 1), (6.3.13) 


其 中 fA 为 fra 的 级 数 表示 中 ze 所 在 项 的 系数 ， 或 者 说 ， 带 根 
Euler 平面 三 角 齐 分， 以 非 根 面 数 为 参数 的 计数 函数 . 
根据 引 理 6.3.4, ^n 


frris = fe, Tf +72, 
X £O = f Gy) i= 1,23. 而 且 H (637) X, # 


fos YD ee 
veU, 
= y? fral fri — 1). 

相仿 地 ， 由 (6.3.8) XX, # 


fm = y! fori (fri — 1). 


tH (6.3.9) 式 ， 有 
f -» VW anys 
Uer. 
= y^ (frs — 1). 
综 上 所 述 ， 可 知 
fii, = 22 fail fri — 1) +2(fayi — 1). (6.3.14) 


对 frris; 用 引 理 6.3.5 中 的 (6.3.10) X. 有 


fui cV. 
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定理 6.3.1 下 面 关 于 f = f(z,y) 的 方程 
tyf? + 292 f? + (9) — 1⁄2 — t) f 


41-3!- (5) (r^ +1) =0, (6.3.15) 
其 中 f^-f^(y) 为 的 级 数 展 开 中 z3 的 系数 ， 在 CLR zy}, R 
HERT, LEERS. 并且， 这 个 解 为 了 二 fra. 
证 前 一 结论 ， 可 用 通常 的 方法 得 到 . 这里, 仅 证 后 个 结论 ， 
由 (6.3.12-14) 式 ， 即 可 得 


fm = 1 + z y fu- fŠ, -1) 


+2y? fra (fra — 1) + zy fi. 
经 过 合并 同类 项 ， 可 以 验证 ， fri 满足 方程 (6.3.15) X. ü 


虽然 三 次 方程 (6.3.15) 式 ， 看 来 不 易 直 接 求解 ， 但 可 以 用 如 下 
的 间接 方式 、 确 定 它 的 这 个 解 . 

因为 对 任何 v Br e 度 的 平面 三 角 和 化， 由 定理 1.1.2 ( 当 p=0 
时 的 情形 ), A e= 3» — 6. 根据 (6.2.9) 式 可 知 ， 带 根 ” Br Euler 
平面 三 角 化 ， 使 得 根 节 点 次 为 2m 和 2i 次 非 根 节点 数 q. i> 1 的 
数目 Neel mig) = 


(3v — 7)!(2m)! (2i — 1) 
Gra I L II; qi! cas — Gy 1 (6.3.16) 


其 中 g= (m9, '). 
SN, 为 p>0 的 所 有 划分 的 集合 ， 即 


M= {q2 097a =e}. (6.3.17) 


i>1 
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MAHR o Br Euler 平面 地 图 得 数目 为 


Netr(v) = > NEtr(v, m; g). (6.3.18) 
QEN, -1 


其 中 m = 8 6-5. iq. 


. 定理 6.3.2 GH Euler X W = ff, UREA 3 # 2 9 iF 
ae tS 依 如 下 方式 确定 
n5 
Ng: (5:3 ' n = 1(mod 2); 
af — 6. 0, n 2 0(mod 2), n Z 0; (6.3.19) 
1, n = 0, 
其 中 07 Aw (15.1) 式 给 出 的 ， 取 y^ 的 系数 的 算 子 ， 


证 BAO WE, Py HRM BAA ntm, 带 
18 Euler 平面 三 角 化 的 数目 . 考虑 到 对 平面 三 角 化 ,有 ntl1 = 2»—4, 
即 = (n+5)/2. (6.3.18) 式 ， 及 乡 在 被 规定 之 列 ， 可 得 (6.3.19) 
式 . h 


不 管 怎样 ， 如 何 直接 解 方程 (6.3.15) 式 以 确定 JA 仍 是 有 待 
研究 的 问题 . 
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一 个 地 图 被 称 为 正则 的 , 如 果 它 的 所 有 节点 次 都 相同 rie 
这 个 数 为 也 HZ LEN 地 图 ， 在 正则 Euler 地 图 中 ，4 正则 
平面 地 图 具有 特殊 的 重要 性 ， 至少 在 从 VLSI( 超 大 规模 集成 电路 ) 
设计 引出 图 的 纵横 嵌入 ， 在 图 论 以 至 拓扑 学 中 的 高 斯 曲线 相交 和 
纽 结 状 题 等 中 如 此 . 

一 个 近 和 4 正则 地 图 就 是 这 样 的 带 根 地 图 , 使 得 除 一 个 节点 { 常 
规定 为 根 节点 ) 可 能 例外 ， 其 他 所 有 节点 的 次 均 为 4 因为 在 一 个 


86.4 1E Jl] Euler 地 图 193 


WAP, SKPANMA BAR, ix P P ALIS KARR. J 
ij. MAR 4+ 正则 地 图 均 是 Euler 的 . 

4 Mor 为 所 有 近 4- 正则 平面 地 图 的 集合 . 用 2m(M) A n (M) 
分 别 表示 M € Ma 的 根 节 点 次 和 内 面 的 数目 . 

引 理 6.4.1 对 任何 M € Ma, 如 果 M = MiM: 使 得 M 
和 M4 均 为 M 的 子 地 图 ， 则 在 M. 和 M; 的 公共 区 让 (总 是 规定 
为 根 节 点 ) 处 的 次 分 别 为 偶数 ， 


it 用 反 证 法 . £u o 为 Mi 和 Mz 的 公共 节点 , 而 o 在 MM 
中 的 次 为 奇数 . 由 近 和 4 正则 性 , 其 他 节点 次 均 为 4, 即 偶数 ， 这样， 
M 中 只 可 能 0 为 坷 节点 (次 为 奇数 的 节点 ). 与 地 图 中 奇 节点 数 为 
偶数 矛盾 ， 同样 地 ，o 在 M 中 的 次 也 不 能 为 奇数 . h 


TE Mar Ñ, 最 简单 的 地 图 就 是 自 环 地 图 Li = (Kz, (z, wBz)). 
然而 ， 为 方便 ， 将 节点 地 图 乡 服 定 在 Ma 中 ， 作 为 退化 情形 + 
Mar = {9} = 3, 

Mars = {MYM € Mar, er(M) AFF}, 
Mar, = {MVM € Mare (M) B SF). (6.4.1) 
w., E 
Mar = Moari + Marz + Mary: (6.4.2) 


313: 6.4.2. $ Mr = (Mea|VM € Mar}, X tP a = e (M). 
则 ， 有 
Mu); = Mar — Mar(2) — 5, (6.4.3) 
其 中 MO) = (MIVM € Mm, 2m(M) = 2). 
证 对 任何 M € My, @ M = M' ed HH a’ = e (M), 
即 M' WRG, M'E Mas. AX a! AF, 而 且 MM" 不 可 能 
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为 杆 地 图 ， 由 近 4- 正则 性 ， M 的 根 节点 次 不 可 能 小 于 4. 从 而 ， 
M = M'ea! € My ~— My(2)-9. Bl, Menaja S Mar—Mar(2)—8. 

反之 ， 对 任何 M = (x,P) © Mar 一 Mal?) - 3, AA M BS 
根 节 点 不 小 于 4 它 的 根 节点 有 形式 u, = (r, Pr pim MI71p), 
2m(M) > 4, 其 中 7 = r(M) 为 M aig. die, Ru HE M' = 
(A',P' € Ma, 使 得 X= x -Kr' m P 仅 在 下 面 二 个 节点 : 
u, = (r', Pr, pam(M)-1y) H vor = (afr, Pr, Pr) 处 与 好 不 
同 ， 才 能 育 M'e€ MM = M'oa, ad = es (MY). B. d 是 一 
4H. Aj. M € Maa BP, Moar- Ma(2) — 9 C My 1 

在 引 理 6.4.2 的 证 明 中 , 可 以 看 出 (6.4.3) 式 的 两 端 , 以 及 Mae, 
与 Mon, 之 间 均 存在 1-1 对 应 ， 因 此 ， 有 


| Mara] = [Mas - Ma(2) — dl. (6.4.4) 


对 于 M € Mu, 因为 对 的 根 边 a AAR, F 
M = Mii-M (6.4.5) 
使 得 M 和 M. 均 为 M 的 子 地 图 ， 注意 ， M. 和 MS 的 公共 节点 
A MK MoM) 的 根 节点 . 规定 M 的 根 边 也 是 M 的 根 边 . 
引 理 6.4.3 + Mes, = (M — alVM € Mas), a = e (M) X 
M Wii. ml. A 
Many, = Mi Q Man (6.4.6) 


其 中 © 表示 1v- f, 10 83.2 HR. 


证 对 任何 M € Mion 存在 M' = MIHM} € Mas, 如 
(6.4.5) 式 所 示 ， 使 得 M = M-a. 因为 M" 的 根 边 在 M th, S 
di M = M+M, 其 中 M, = Mi — a! $1 M; = Mz. TARIE, Mi 
和 M; 均 为 Mu 中 的 任意 地 图 , RAE, Mia, S MarO AA... 
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另 一 方面 , 对 任何 M = (X, 7) € Ma GO Ms 由 于 存在 Mi = 
(A, 1) € Mar, t= 1,2, 使 得 M = MitM;, B x= Aí, XS # Z 
仅 在 根 节点 v 处 与 页 和 Z, 不同 ， 其 中 vw = (6... (97,)) = 

(ri Ari ii. Ai ri ro, oras Jara), 

可 以 唯一 地 构造 地 图 M = (X, 77) ER = X + Ke OTT 
在 根 节点 vo 处 与 J PE, Bour = (r^, (ve ar (ora)), Rm 
r-r(M)? M 的 根 . AN, r—7(Mi) = ri 也 为 M, IR. # 
HBR, Me Mars: 而 且 ， M= M'— a, a! = e CM") . 从 而 ， 


Me An, 这 就 意 昧 ， Mar © Mor C Maj, t 
现在 ， 可 以 推算 Mnri» t= 1,2,3, 赋予 Mor 的 计数 函数 
for = Y Mya (6.4.7) 
MéMar 


中 的 部 分 for, = fas(z, y). 这 里 ， 2m(M) 和 n(M) 分 别 为 M 的 
根 节点 次 和 内 面 的 数目 . 
首先 ， 对 Mau 央 为 节点 地 图 无 根 也 无 非 根 面 ， 有 
far, = 1. (6.4.8) 
然后 ， 对 Maa 用 (644) K, A 


fa, = z 2 y gam M ROM) 
MeMnng (6.4.9) 
= 2? (far — ©" far — 1), 
其 中 fus fo 的 展开 式 中 z2 项 的 系数 ， 或 者 说 根 节点 次 为 2 的 
E 4- 正则 平面 地 图 ， 以 内 面 数 为 参数 的 计数 函数 . 
最 后 ， 对 Mas 利用 引 理 6.4.3, 有 
fa = 2? J, 7Co 
MEM(nr)a (6.4.10) 


= styf 
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ER 6.4.1 关于 二 变 元 的 函数 f = fay) 的 方程 

z*yf? + (1 — z2)f +z? — z2 F° — 1 = 0, (6.4.11) 

其 中 f* = f(y) 为 下 的 级 数 展开 中 z2 项 的 系数 ， 在 LR mu), 
RABKH, LEEK. m B, HARRE f= F... 


证 同样 地 ， 这 里 只 证 后 一 个 结论 ， 前 者 可 如 常 法 得 到 . 
根据 (6.4.2) xk, 有 far = far + fuz + fara 再 由 (6.4.8-10), 
可 导出 
far — z? ft _ 1 
pe 


far = 1+ +27 y fz. 


Temm ED z22 后 ， 经 合并 同类 项 ， 即 可 看 出 fn. 确 满足 方程 
(6.4.11) X. 4 


AME, &X=27. KM, WH (64.11) 式 的 判别 式 为 


D — (1- X}? - AX*y(X — XL, — 1) 


-i-23X4(41X t-4yn- xt S 
从 而 ， 可 以 设想 

D = (1+ uX)2(1 — X). (6.4.13) 

并 且 ， 由 比较 (6.4.12) 式 和 (6.4.13) 式 ， 可 得 

一 2 = —uy + 2u, 4y + 1 = —2uvy + u2?, 
—u2uy = —4y(1 + f5,). (6.4.14) 
u + 1 = 0, W| H (6.4.14) 式 ， 有 

y= e? i. v= T (6.4.15) 
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结合 (6.4.15) 式 与 (6.4.13) 式 ， 由 定理 6.4.1, 即 可 得 
_ x —1+(1+uX)/1— oxy 


far 
My (6.4.16) 
= Y. (Am(#) - B«(6)) X, 
maz2 
dii (2m —- 4) (1 — ajar} 
(8) = MTM C 
Am(0) e am D (64.17) 
TH 一 H 
Ba (8) = 2mml(m — 2)! 
基于 (6.415) 式 的 第 一 个 式 子 ， 利 用 推论 15.1, 有 
agi 2*i(2n — i - 1)! 
8,9 = £ 31 ^(n — i 1)In! (6.4.18) 
wt <= m #fl m - 1. 


H (6.4.18) 式 ， 根 据 (6.4.17) 式 和 (6.4.16) 式 ， 即 可 导出 了 的 
yO 之 系数 ， 经 过 合并 和 化 简 ， 最 后 得 到 


fe= 3  F,(m,n)e2%g" (6.4.19) 


mnm 
其 中 
_ 3"—_m(2m)!(2n — m — 1)! 
Fy(m, n) = (m — Dm mn + DE (6.4.20) 
进而 ， 因 为 fu fu Uo? 项 的 系数 ， 即 在 (6.4.20) 式 中 ， 
nnd 23^! (2n — 2)! 
n; _ 2:3" (2n — 2)! 
Oy fae = t py D! (64.21) 
对 n 22. XLI n 个 非 根 面 ， 根 节点 次 为 2 的 4- 正则 平面 
地 图 的 数目 . 
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引 理 6.4.4 对 M = (X,7) € Ma(2), + M = (#,7) 为 从 
M 中 去 不 根 节 点 ， 然 后 将 与 根 节 点 相 邻 的 二 节点 连 一 条 边 ， 作 为 
根 边 ， 所 得 的 地 图 ， 即 £ = X— Kr Kgr KF £88 7 REF 
面 二 节点 好 = (F, J(Jop) r Z (Ja) 1r) 和 


vg; = (apf, Jafir, ---, J^ afr) 
处 与 7 TH. d 
Ma(2) = (MIVM € M..(2) — Li}, (6.4.22) 
其 中 L =(Kr,(r,a8r)), PARA. HI, A 
Ma; (2) = Ma (4). (6.4.23) 
这 里 ， MU) 为 所 有 带 根 4- 正则 平面 地 图 的 集合 . 


证 对 任何 M = (4,7) € Atnac( 和 ,可 唯一 地 构造 一 个 地 图 
M' = (X, J’) 使 得 X' = X — Kr + Ke + Ke, WT! 仅 在 如 下 三 
个 节点 ve = (r' s), ug: = (aBr', J'aBr,---,J agr) 和 


Usa = (as, Jr, -- ad rn) 


处 与 了 不同 . 可 以 检验 ，M' < M2. 并 且 ，M = M'. XI 
M € Muar(2). 

另 一 方面 , 对 任何 M € Ata), 由 M 的 产生 过 程 可 知 ， 唯 一 
地 存在 M e MO) -L 使 得 M 就 是 从 M BBN. HA, HM 
的 近 4 正则 平面 性 ， OM E 4- 正则 平面 地 图 ， 部 M € Malt). h 


定理 6.4.2 A n À d B É É 4- 正则 平面 地 图 的 数目 为 
2(2n — 2)! 


Halan) = 9" LT — DE 


(6.4.24) 


XPnz22. 
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证 根据 引 理 6.4.4, 可 以 看 出 M 与 M 有 相同 的 面 数 . 由 
(6.4.23) R — 9g [E] 1-1 对 应 性 ， 有 H.(n) = 0p fa. 但 注意 ， 这 
是 只 能 对 n > 2 适用 ， 由 (6.4.21) 式 ， 即 得 (6.4.24) 式 . k 


$6.5 注 记 


6.5.1 虽然 由 (6.1,14) 式 所 确定 的 (6.1.11) 式 中 的 ft = f- 
十 分 简单 ， 看 来 通过 Ja 用 (6.1.11) RAER f= fe 本 身 会 引 
起 一 些 复杂 性 ， 不过， 可 以 考虑 先 利用 二 个 参数 确定 f AB. 而 
后 ， 作 为 特殊 情形 ， 导 出 fy 基于 这 里 所 得 到 的 ， 可 以 进一步 讨 
论 Euler 地 图 的 其 他 类 型 的 计数 ， 有 根 或 无 根 ， 平 面 的 或 非 平面 
的 ， 等 . 在 [BeC2] 中 ， 也 可 以 看 到 (6.1.14) 式 ， 此 之 前 ， 它 已 出 
现在 [Liu38] 中 ， 事 实 土 ， 后 者 还 提供 了 包含 二 个 参数 的 一 个 正 项 
和 最 式 . 


6.5.2 从 平面 对 偶 性 的 角度 ， 以 边 数 为 参数 ， 数 带 根 平面 二 
部 地 图 ， 可 参见 [Lius]. 在 那里 ， 带 二 个 参数 的 计数 函数 ， 尚 未 确 
E. 之 后 ， 在 [Liu61] 中 ， 得 到 了 二 个 参数 计数 函数 的 表达 式 ， 虽 
然 不 是 无 和 的 ， 但 只 带 一 个 求 和 号 ， 其 中 所 有 的 项 均 为 正 . 


6.5.3 公式 (6.2.8) 是 Tutte 首先 发 现 的 [Tuto]. 从 理论 的 观 
A, (6.2.9) 式 应 该 为 方程 (6.1.10) 式 的 那个 解 ， 然 而 ， 至 今 仍 未 
能 从 解 方程 (6.1.10) SERRI (6.2.9) £. 


6.5.4 有 一 些 途 径 可 以 用 来 求 方程 (6.3.15) 式 的 一 个 解 ， 一 
种 是 从 研究 平面 对 偶 的 情形 出 发 ， 这 就 是 如 85.2 中 所 述 ， 另 外 一 
些 ， 就 是 考虑 与 已 经 取得 的 结果 ,或 可 能 导出 的 新 结果 , 之 间 的 关 
系 . 例如 ,与 在 二 部 和 Euler 二 种 情形 下 ,不 可 分 离 地 图 之 间 葛 关 
系 等 . 
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6.5.5 已 知 4- EMP Ree SMe baa OK 
系 ， 后 者 ， 在 [Brol] 中 ， Brown 首先 讨论 过 . 虽 如 些 ， 这 里 的 方 
$ (6.4.11) 式 仍然 是 新 的 ,而 所 有 的 方法 看 上 去 也 更 为 简单 . 基于 
此 ， 还 可 进一步 讨论 不 可 分 离 ， 甚 至 2- 连通 ， 以 及 3- 连通 等 情 
YE. 而 且 ， 有 可 能 得 到 简单 的 显 式 , 特别 是 当 考虑 单 变 量 时 . 与 此 
有 关 的 ， 可 参见 [LiL1]. 


6.5.6 关于 4 正则 平面 地 图 的 用 处 ， 诸 如 ， 在 与 超大 规模 集 
成 电路 紧密 联系 的 纵横 嵌入 方面 ， 可 参见 [Liu60]; 在 拓扑 学 中 的 
组 结 不 变量 研究 方面 ， [Liu59]; 在 图 论 中 的 Gauss 平面 曲线 相交 
河 题 方 面 ， [Liu57]; 和 在 数 其 他 类 型 的 地 图 方面 ， [MuSel]. 


6.5.7 ”虽然 相应 地 数 各 种 Euler 她 图 在 给 定 亏 格 的 曲面 上 可 
自然 地 导出 ， 但 沿 着 这 种 方式 ， 至 今 尚 未 见 到 多 少 引 人 注意 移 结 
É. 


6.5.8 也 有 用 代数 的 方法 研究 一 般 Euler 地 图 的 计数 ， 特 别 
是 在 曲面 上 ， 这 方面 可 参见 Jac3-4 和 [JaV3]. 
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不 可 分 离 地 图 


§7.1 外 平面 不 可 分 离 地 图 


一 个 外 平面 地 图 被 称 为 ALAS 的 ， 当 它 的 基准 图 是 不 可 分 
离 的 ， 或 者 说 没有 割 点 ， 令 On 为 所 有 带 根 引 平面 不 可 分 离 地 图 
的 集合 ， 为 方便 ， 要 规定 节点 地 图 9 与 杆 地 图 Lo 均 不 在 内 . 

将 One 分 为 二 类 ， On, 和 Ons, BD 


One = Onso + Ou; (7.1.1) 


其 中 Ouw 仅 由 一 个 地 图 组 成 , 它 就 是 自 环 地 图 L, = (Kr, (r, or)). 
AR, On, 为 Ons 中 其 他 所 有 地 图 组 成 . 

令 O, = (4,71) 和 O, = (Ax, Pa) 为 One 中 的 二 个 地 图 . 设 
o, 和 ox 分 别 为 O, 和 O> 的 根 节点 . 记 


on = (ri, Tiri, , P0075) = (S) (7.1.2) 


05 = (r2, Pare, - .. p Qa) ly,) = ($1, S2), (7.1.3) 
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其 中 S, S, 和 So, S1, S2 AO HARE, mO) 为 Oi, i = 1,2, 
HITE AD FAK. 

# O = (#,P) 是 这 样 从 O 和 os AR, EA X = 
AV + X; fl P fE 5 5 


o= (51, S, S3) (7.1.4) 


Bh 5; P. MP. AA, WRTA PRES P, 就 是 与 P; 相同 ， 
WO A O, # O; ËJ A 1v- fe, H Oi +: O> ER. Hi, ME 


O, + Os + Os + +++ + Op kx O (7.1.5) 
34 O: = Os =. = Oy = O N. # k = 0, WI k x. O 定义 为 空 集 ， 
对 任何 两 个 地 图 Q: 和 Q2, + 
Q1 x: Q2 = {01 + O4IVO € Q1, VOs € Q2} (7.1.6) 
并 称 之 为 Qi 和 Q. 的 内 1v- 积 . 规定 
Qix Qaoc + x. @, = Q*" (7,1.7) 
当 Q, = Q> = … = Q,, = QW. 
引 理 7.1.1 对 任何 口 E Og, 存在 一 个 整数 天 之 0 和 一 个 地 
O' € Ons, 使 得 
OQ sa = (k x Li) + 0%, (7.1.8) 


HP a=e(O) XO ARH. 


证 AA OC On, MOF Ly, O e a 仍然 是 一 个 外 平面 地 图 ， 
而 且 ， 不 可 能 为 节点 地 图 它 已 被 排除 在 不 分 离 之 列 . H O 的 
外 平面 性 ， 所 有 与 根 边 两 端 相同 的 这 与 根 边 a 形成 一 个 重 边 ， 由 
不 可 分 离 性 ， 它 们 在 关联 节点 的 旋 中 均 形 成 一 相继 段 ， 这 个 重 边 
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中 ,， 除 可 能 在 根 面 边界 上 那 条 非 根 边 外 ,其 他 边 的 数目 记 为 上 +1， 
k 20. XH, 在 Oso hT ktl BU, RRMA 
外 ,所 产生 的 点 个 自 环 ， 剩 下 的 地 图 就 是 O'. 因为 0' 不 会 是 杆 地 
A, dO 的 不 可 分 离 性 ， 可 知 O: € Om. 由 于 这 关 个 自 环 都 在 O 
的 一 个 非 根 面 内 ，Oea 就 有 (kx La) +-O' 之 形式 . MASE. h 


x O’ E Onm, & Oo = 
(O|VO € Ons, O =a = (kx Li) + O', k > 0]. (7.1.9) 
则 ， 可 得 下 面 的 
AA 7.1.2 对 Ons, 有 


On, = V. Oo. (7.1.10) 
O'cOgys 


证 首先 , 证 明 对 任何 01,0; € On, 有 Oo, (100; 20 4, H 
24, Of Z O; (在 带 根 的 意义 上 ), 因为 假若 O, = Ob, 由 (7.1.9) 

Zh Oo: = Oo, B Oo; n Oo; # 0, 必要 性 显 见 、 反 之， 由 
(7.1.8) 式 ， 以 及 这 种 表示 的 唯一 性 ， 妈 可 得 充分 性 ，- 

然后 ， 往 证 On, = Uoeo,, 0o. 对 任何 O € On, 由 引 理 
71.1, 有 一 个 地 图 O' € On 使 得 O € Oo. 反之 , 对 任何 O € Oo, 
有 地 图 O € On, 4618 O' «o! = (k x. La) 二 .0O， 因 为 D FS, 
O £ Li, 由 OO 对 给 定 的 上 和 0O' 的 唯一 性 ， 可 以 看 出 O 同样 是 外 


平面 的 和 不 可 分 离 的 。 从而， O € Ons,. 1 
i O' = n P') € Ons, 它 的 根 节点 记 为 o = (r'. T'es 
prmcon- 一 ry 其 ， 二 相继 元 段 (pie 1⁄2 Phr ^ gos o 的 [4 


if|ji-201- MTM mO) 为 O! iftis ux. AR, 3 
m(O') fs R35 OM. FH, du 


O +, O! = O +. O', (7.1.11) 
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即 这 样 的 一 个 1v- A, IO 与 O' 的 第 i 角 关 联 ， 或 者 说 在 第 : 
” 角 肉 ，i = 1,2,.…,m(O') 一 1. 这 里 的 O ER kxl 的 形式 .由 
(7.1.11) 式 所 确定 的 运算 结果 ， 被 称 为 Ri 内 1v- do. 这 个 运算 被 
称 为 $ i PY lu- 加 法 . 

相应 地 ， 记 


Oo: (i) = {O|VO € One, 0a = {k x I4) 
+; O”, O! € O,k > 0) (7.1.12) 
ZÍ 1 < í < m(O!) — 1. 


33m 7.1.3 对 任何 O' € O,,, 有 
m(O')-1 
Oo = Y Poli), (7.1.13) 


i=l 
其 中 Oo (i) 为 由 (7.1.12) 式 所 给 出 ， 


证 首先 , EWEA LZ O009()n90o(g)-9 Bxeizj 
和 所 有 Oo (i) 和 Oo (j) 中 的 地 图 具有 相同 的 根 ， 从 定理 14.5, Bh 
得 欲 证 的 关系 

RE, TE Oo = UP P?) Oo QG). 由 第 i 内 le 和 的 定义 ， 
即 可 看 出 上 式 右 端的 集合 为 左 端 的 一 个 子 集 . 反之 , 由 (7.1.9) Ñ, 
Oo 的 任何 一 个 元 于 也 是 另 一 端 中 的 一 个 元 素 ， 这 就 意味 ， 上 式 


左 端 的 集合 是 右 端 移 一 个 子 集 . k 
FTH, *—3 On BJ W P ar d x 
fe = Y xm) ynlO), (7.1.14) 


O€Ons 
其 中 mO) 为 O 的 根 节 点 次 和 2 = (n2(O), ns(O). ---), ni(O) 为 
OO 中 次 是 i MARA RM, 122. 这 就 要 分 别 导出 On, Ons, 
ET fas 中 的 部 分 fa = Jaso 和 fh = fs. 
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由 于 自 环 地 图 仅 有 一 个 节点 和 仅 有 一 条 边 ， 它 屿 子 z KH 


2, 而 对 了 无 所 赋 ， 有 
fo = z2. (7.1.15) 


对 Ons,» 先 了 解 函数 


f(z) = gm) ,5(0), n(). 

R2 u" 
其 中 m(O) 与 n(O) 的 意义 同上 ，s(O) HO 的 与 根 边 关联 的 非 根 
节点 之 次 ， 由 引 理 7.1.1-3, 有 


m(Q')-1 


f(z) = > y > gH zm(O')+h~i+1 yn(O"} 


O'COn k»D i=l 


zz m(Q')-1 
= »» y» gi zn(00- yt) 
Otn |T 7 met i 

zz zzm(O') — yg m( 0") o' 

"ix (uem yim 
O'EOns 

ez 

= IZ p (f), (7.1.16) 


其 中 fas (u) = fas (z, y)le=u 和 Oey 为 (1.6.8 ) 式 所 给 出 的 (z, 2z}- 
差分 . 


定理 7.1.1 如 下 的 关于 函数 f= f(z.y), u = (yaya): 的 
方程 


Festes f Ier), (7.1.17) 


其 中 fu) = flu,y), ERR CIR z y}, R yK KOK. LES w 
B. WB, 这 个 解 为 f = fa 如 (7.1.14) 式 所 给 出 ， 
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证 同样 , 由 于 第 一 绪论 可 以 按 通 常 的 方法 导出 , 这 里 只 证 后 
—^HHie. BEE, m (7.1.1) 式 ， 有 


fa = fo + fi. (7.1.18) 


将 (7.1.15) 式 代入 (7.1.18) 式 ， 和 考虑 到 (7.1.16) R, 


= Í N= zy 
n= fio fl) — (ag) 


再 将 (7.1.19) 式 代 入 (7.1.18) 式 ， 即 可 得 fa 为 方程 (7.1.17) 式 的 
这 个 解 . t 


看 起 来 用 方程 (7.1.17) 式 直接 求解 ， 以 确定 fa 并 不 容易 ， 然 
而 ， 若 从 另 一 个 角度 ,不 用 节点 前 分 而 考虑 面前 分 , 则 将 会 取得 再 
理想 不 过 的 结果 ， 为 此 ， 需 重新 讨论 Ons. 
令 Ont 为 将 OL 中 的 自 环 地 图 L, 用 杆 地 图 Lo 代 者 而 得 到 的 
带 根 不 可 分 离 外 平面 地 图 的 集合 . 也 是 把 Os 划分 为 二 类 : Osto 
积 Osr, 即 
Oa = Ons, + Ons, (7.1.20) 


使 得 ss, 仅 由 一 个 地 图 组 成 ， 这 就 是 杆 地 图 Do. BR. Oot, ABR 
Lo 外 Ost 中 所 有 其 他 地 图 组成， mH, 易 见 Ct = Cn: 
现在 ， 所 要 讨论 的 计数 为 


ha(z,y)z 》 Oyo). (7.1.21) 
DEO ge 
但 注意 ， 其 中 m(O)AOKHMAKA n(O) 为 O 的 面前 分 向 量 ， 
Bl n(O) = (ni (O),n,(O),:::), n;(O) 为 O 中 次 是 i HMMA, 
¿> 1. 
4 Ono, = {0 — alVO € On,}, HP ase, MW O' € 
Ou, E O' = O — a 和 与 = 关联 的 口中 内 面 的 次 为 k, k > 1. H 
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O = (X,P) 的 外 平面 性 ， 有 
0' = O1102 二 … 二 OF, (7.1.22) 
其 中 O; N O;+i = v(pagippe. 752, ,k- 1,8 O; € O,, É 
r(O1) = Pfr, r(O;) = (Pap) "Pfr 


*$£j—2,8.,k. 一 个 地 图 O, 如 果 它 可 以 表示 为 形 如 (7.1.22) 
式 ， 则 称 之 为 0002，… 和 O, 的 链 1v- 和 . 相仿 地 可 知 ， 集 合 间 
的 链 1v- 积 . 


3g 7.1.4 记 Ó, = (O,+:-: 10,[VO; € Ou; = 1,2, +--+ 
k} M], A 
Oan, = y ` okt, (7.1.23) 
h21 
其 中 链 lv- 积 OXF = Ok oo KO = Op, Š O, = O; í = 
1,2, ,大 


证 对 任何 O € Oe, 从 上 面 刚 扣 到 的 知 ， 存 在 一 个 整数 
k > 1 使 得 O' c Oh. 因此 ， Ono, 是 (7.1.23) 式 右 端 集 合 的 一 个 
FR. 

反之 , 对 任何 O' % (7.1.23) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 , 记 CE 
On, MHD kk > 1. 由 于 O' = (X,P?) RAEM (7.1.22) sü, 可 
以 构造 一 个 地 图 O = (X, P), BBA — X" + Kr 和 尹 仅 在 二 节点 


v. = (n,8r(O,),P'8r(O,),: ++ P’ Br(Ox)) 


vg, = (Br, r(O1), P'r(O:),---, P^  r(01)) 
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处 与 P' 不 同 . PD, O 为 由 O' 添加 一 条 边 Kr 而 得 到 的 ， 容 易 
g, O’ =O 一 a, a= Kr. 因为 O im (7.1.22) 式 所 示 ， O; € 
Osj = 1,2,---,k, 和 


UPap)s Par. j=1.2,---,k-1, 
^ o' HRANA, ALO € Ont. X, 由 于 O * Lo, 就 有 Oc Ost. 
H O'=0-a, 又 导致 O € Oun, BB (7.1.23) Ay 6. 4 
根据 引 理 71.4, 可 以 求 出 Our BUT. h. 中 的 部 分 hi = hetis 
这 就 是 


hi 一 z > ROA 
OP EO ety, 


k 
= Y year ( > oy (7.1.24) 


k21 OeO,r 


hat k 
= =Y Yrkt (=) " 


k21 
其 中 k(O^) 为 O” 的 链 1v- 和 形式 中 的 项 数 . 
定理 7.1,2 XTE k= h(e,y), g = (yy) 的 方程 


m(O')-k(O'), n(O") 


2h 
h = z? + e f = i (7.1.25) 
Y 


ER C(Qur,y) RABRHA, LEKRA. HH, 22 E k k h = 
het, 如 (7.1.21) RAR. 


证 与 前 面 同样 理由 ， 这 里 也 是 证 后 一 个 结论 . 
由 于 On 仅 全 这 个 杆 地 图 ， 它 赋 根 面 边 界 以 2, 而 无 非 根 面 ， 
可 得 Oto 赋予 haf 中 之 部 分 ho = hats, Bi 


ho = z?. (7.1.26) 
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对 于 Ost, ’ 由 (7.1.24) X, 有 


k21 (7.1.27) 


_ f y het 
=r A 
u 1 = Vhyn., 


其 中 hi = haf,- 
这 样 ， 由 于 hat = hg + hi, A (7.1.26-27) X. Af ap ^n h = har 
确 为 方程 (7.125) 式 的 一 个 解 i 
基于 定理 7.1.2, 有 
h k 
一 一 也 十 y Yk+1 (2) . (7.1.28) 
T kel T 


对 此 ， 可 以 利用 推论 1.5.2, 得 


Lee Y aea eet 
P Zi Atm- k+1 
T Simi den? k>1 £ 


1 mia! 
=z+ 7 > n!(s — m + 1)! 


m>t n€, mii 


xgt7 m lm, (7.1.29) 


其 中 


Rm = {n = (na na, ít -0 < n, < m,i > 2) 


m = Y n, s= Y kne. 


iz2 k21 


注意 ， 在 (7.129) 式 中 m 不 是 根 面 次 ， 而 是 非 根 面 数 ， 
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定理 7.1.3 组 合 上 不 同 的 带 根 不 可 分 离 外 平面 地 图 ， 使 得 具 
有 4g £h, EW KE m # š KER š D 39 H E ni > 2, HH 
Hw 


No (d n) = TET , (7.1.30) 


其 中 n= (no, ng). 
证 由 (7.1.29) 式 可 知 ， 


1 mis! 
h, = 2 — s—m4-2 
(07 tx > nl(s - m + D^ 


mol n€*. m+ 


Š 


RAK, RA m 个 非 根 面 ， 根 面 次 为 — m + 2 A i k ERE 
数 是 ni, i22, 的 这 样 的 地 图 的 数目 为 


nl(s — m t1) (7.1.31) 

由 于 
2g =(s—m+2)+ Y kn 
k>2 
=(s—m+2)+s+m 
= 2a + 2, 

A q=st+l. 注意 到 在 (7.131) RH, s— m+ 2 为 根 面 的 次 ， 即 
s—m+1 为 根 面 次 减 1, A (7.1.30) R. t 
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虽然 在 第 六 章 中 已 经 讨论 过 一 般 Euer FALE, 0€ 
T fff Euler 不 可 分 离 平 面 地 图 的 计数 印 数 . AR, 通过 看 一 看 它 应 
满足 什么 样 的 方程 ， 以 及 如 何 由 此 和 将 它 求 出 ， 同时, 也 可 以 考查 一 
般 情 形 与 不 可 分 离 情形 之 间 的 关系 而 取得 启示 ， 
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4 Men 为 所 有 带 很 不 可 分 离 Euler 平面 地 图 的 集合 ， 对 任 
ff M € Mens, & 2m(M) 为 M 的 根 节点 次 和 2 次 非 根 节点 的 数 
HÀ na(M),i > 1. 

在 Men 中， 最 小 的 地 图 就 是 自 环 地 图 L, = (Kr,(r,afr)). 
这 样 ， 可 以 将 MEns 划分 为 两 类 : Mens, 和 Mens, 使 得 AAE... 
H SX AHA Luo AR, Mens, 就 是 Men P, B L, 之 
外 的 所 有 地 图 . BD, T 


Mens = M Eneo + Mens; ， (7.2.1) 


É M, = (m, Z) A M (45.43 4 PMA, m 和 72 分 
列 为 它们 的 根 . 它们 的 合成 地 图 M = (4,7) ER AX = w, + (AX; — 
Kr) fü 7 仅 在 以 下 二 节点 处 不 与 7, 2 7, 相同 , CRB a= 
ej, RRMA: vy = (ni Varas Ja ra ns 和 


Yar = (dr Jiónri, t3 J, dn hsrs, mE J; ór), 


其 中 5 = of. 这 时 ， 此 合成 地 图 M 被 称 为 Mi 和 M, 的 报 和 . 这 
种 合成 运算 为 根 加 法 , 并 记 之 为 


M = M. +H, Ma. (7.2.2) 


容易 看 出 ， 根 如 法 不 满足 交换 律 ， 但 可 以 检验 它 满足 结合 律 ， 由 
ih, WRAL EF RAR 

k k 
>) Mi = Mi +, >) Mi 
i=l 


i=2 
- (7.2.3) 
= yy Mi Hr Mp. 


t=1 
对 于 M = (X,7) € Mis, t r = r(M) 为 它 的 根 ， 并 将 它 
根 节 点 及 与 根 关联 的 非 根 节点 分 别 简写 为 


Tr = (r, T), T= (Ir, Jr, 7-17) (7.2.4) 
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和 
Ver = (őr, S), S= (J6r, J Sr,- 7 lór). (7.2.5) 


这 里 ， 工 和 S 均 为 线性 序 ，6 = aB 与 以 前 一 样 . 
若 对 一 个 整数 了 > 1, HELPER m > 1 n> 1 使 得 


(TEY Jr = Z"ër, (7.2.6) 


则 称 了 与 S 在 角 对 (36) Tir, Fir), UIE- Tir, J Sry} 处 
是 f-T 9$. 事实 上 ， 这 时 总 可 有 工 = (y, T2), 其 中 


Ti 二 《7m 1n, 


T» = (fir 1,S = (83,91), 其 中 S, = (Jér,---, 777 lór), 
Sı = (Z"ór,... , J 16r), 使 得 M = Mi tM, KP M, = 05,31) 
和 M: = (45,42) 为 M 08 —" THREE. AR, Y = XU XA; fn 
ANA = Kr. ket, Ji 仅 在 二 节点 (n, T) 和 (ór, S,) 处 与 了 了 不同 
和 Ja 仅 在 二 节点 (r, Ta) 和 (ór, 52) 处 与 了 不同, 这样 的 (Th, S1} 
和 (T;,S;]) MRA f- 必 对 . AR, j1 AAW, RE LII 
海 与 5r = afr 关联 面 的 次 ， 使 得 (75) 7r = br $n J Gr = Jr. 
不 过 ， j= val(u,) 一 1 确 是 允许 的 ， 其 中 vallo) 为 M 的 根 节点 
的 次 ， 而 且 ，j mval(v) 就 无 意义 了 ， 

如 果 对 每 个 了 > 1, IPFE m> 1 fü n > 1 H (7.2.6) = 
PL, WRT AS 是 无不 可 侠 W. 

WT AS OB f- BAA T = (T, Tatt Tk) (Sk... S25 51} 
使 得 每 一 个 f- BM {Ti 5},1=1,2,---,4, 均 为 f- ABH, MH 
称 关 为 地 图 M 的 根 指标 , 这 时 ，M 的 每 个 子 地 图 Mi = (X, Ah 
1 <í < k, 其 中 FZ MELA vn = (r, T;) 和 say, = (fr, S:) 处 与 
J 不 同和 A AY 上 在 亚 J = (e, B, hh 之 下 可 迁 的 子 集 ， 被 
A (T; Si} 连同 Kr 在 MM 上 的 扩张 . 
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# M € Mena; 则 由 Euler 性 ， 对 任何 i, i= 1,2,» yk, Ti 和 
Si 的 长 度 ( 即 含 元 素数 ) 要 有 相同 的 奇偶 性 . WE, ATT 的 长 度 
为 奇数 ， 长 度 为 奇数 的 T, ABER SHEET. 


引 理 7.2.1 3L M € Mens, 有 
k 
M 2. Mi, (7.2.7) 
i-1 


XcP ks M 的 禄 指标. TA, Z 4 # Mie Man, 1 < š < k, 
其 他 的 全 不 是 Euler 地图, 但 是 不 可 分 离 的 ,和 只 是 与 根 过 关联 的 
LX Rok GR. 


证 根据 上 面 刚 讨 论 过 的 ， 可 以 看 出 ， 夺 总 具有 形 如 (72.7) 
shi dm. HM 的 不 可 分 离 性 和 平面 性 ， 从 M 本 身 以 及 根 边 不 
是 自 环 ， 导 致 所 有 M. = 1,2,…, 上 ,全 是 不 可 分 离 的 ， 和 平面 的 . 
X, Hi M 的 Euler PE, # Mi 是 Euler 的 ， 就 必 有 M; € Mins. 
因为 这 时 T; 必 为 奇数 ， 从 而 只 能 有 奇数 个 .考虑 到 M; 全 只 有 二 
个 节点 与 M e. BM: 不 是 Euler 的 ， 只 能 是 这 二 个 节点 ， 即 
与 根 边 关联 的 二 节点 的 次 数 为 奇数 . t 


根据 (7.2.7) x. 对 ME Mens» A 


k . 
Mea= »» M; e aj, (7.2.8) 


i=1 
其 中 a 和 qá i= 1,2, -*,k, 分 别 为 M 和 Mj 的 根 边 . 在 上 式 的 求 
和 后 带 个 加 点 指 做 如 $7.1 中 所 给 出 的 内 o- 加 法 ， 同 时 ， 还 要 注 
RA Mea 和 M; «a; 的 根 节点 分 别 变 为 


(S,T), 和 (Si, Ti) (7.2.9) 
X í = 1,2,...,k. 而 且 ， 有 如 下 的 关系 


Ë 
s= si = 1 (mod 2), 
i=1 
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而 
t= Y t= 1(mod 2), 
¢=1 


4; = t, (mod 2), 1 < š < k. (7.2.10) 
这 里 ， 8, f, Si, Éi, BRA S, T, S, T 的 长 度 ， i= 1,2, "tt „k. 


WM 7.2.2 4- Muay (5t) = (M s a VM € MEn: |S] = 
s |T| =t}, Mea 的 根 节 点 为 (S,T) 和 a 为 M f ik. W, A 


k 
M (Baus), (8, 1) =) > II). (7.2.11) 


&21 (sen ici 
其 中 ， st (5t) = (8,7 Sao ti ost) 5 (7.2.10) £ P STIS, 
N = ((s, £)|V(a, £) WEE (7.2.10) £}, 
Masi, ti) = (MIVM € Men BERART (Si, T} 
和 IT 表示 做 内 lv- 乘法 ， 如 87.1 HR. 


证 为 方便 ， 记 (7.2.11) 式 右 端 的 集合 为 M. 

对 任何 M = (X, J) € Mien (s, t), 有 地 图 M' = (4",.7') 使 
# M = M' ea’. V M' 的 根 指标 为 驴 W M' 有 如 (7.2.7) 式 的 表 
示 . 从 而 ，M 有 (T2.8-10) 式 的 表示 . 从 引 理 72.1, 容易 验证 ， 所 
有 M, = Mieal € Mros,i=1,2,---,k, 并且， 均 可 以 是 自 环 地 图 . 
注意 到 Mi 的 根 节点 为 (Sa T), S] = sc IT = ta i= 1,2, ,kk. 
可 见 ， MEM. XPM, Mis (a, t) CM. 

另 一 方面 , 对 任何 M = (X, 了 ) € M, 由 于 M 具有 形 为 (7.2.8) 
式 ， 但 这 里 要 将 那里 的 Mea 和 Misa, i= 1,2,… ,上 ,分别 用 MM 
和 Mi i=1,2,... 代替 同时， 也 知 满足 (7.2.9-10) 式 ， 这 样 ， 
可 以 从 M 始 ， 通 过 辟 分 根 节点 而 造 一 个 地 图 M' = (87) # 
fg X = X + Kr' AT 仅 在 以 下 二 节点 处 与 7 不同， 它们 就 是 
t, = (r', T) 和 ar = (6r', S), 其 中 5= of. 由 于 |5|=s 和 |T|=t 
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Al M' € Mas. X, BUS a! = Kr’ 不 是 自 环 有 M" € Mns 

B. M= M' ea 而 且 其 根 节点 为 ww = (T) M |S| = s, ITI = t, 

从 而 ， M € M (Ens); (s, t). Br, M c M (Ens) (5; t). h 
下 面 ， 看 一 看 Me 和 Mans, 分 别 贡 献 给 计数 函数 


f= faga (0: 9) = > TM) (M), (7.2.12) 
MEMEns . 


其 中 2m(M) 为 M BITS KA n = (ni(M),na(M), --) AM 
的 节点 前 分 向 最 ， 的 部 分 Jo = SE fi = fenn. 

因为 Mio. 仅 由 自 环 地 图 L, 组 成 ， 它 的 根 节点 次 为 2 和 没 
ARTA, P n(L,) = 0, 有 


fo z2. (7.2.13) 
对 Mens,» EM ERK fen, = fens, (x,y), 


fen, = > z2m(M) ZUM) n0), (7.2.14) 
MCMEns, 


其 中 21(M) 为 M 的 与 根 边 关联 的 节点 voe A nM) 为 对 的 
除 var 外 的 节点 前 分 向 量 ， 由 引 理 7.2.2, 有 


fa, = zz YO aim 00-400 UC ya) 


em, k (1) VU. y (o) 44721 
2l + 中 (Afaa) (a£) ! 


= xz ( 
oXi€|»/2J 
Àzi 


其 中 
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r(M)—1 i 
AO ~ am{M) e zY n( M) 
Ens 一 > z X T y 
M€M pna i=1 
由 于 2m(M) 2m(M) 
1 mz(r^" 一 gm 
AE = > ( zi—z ) ean 
MEMEns 
= L622 42 fins: 
Ap. _ > 2 _ azn (M) 
M€M gas moe B 
= 2,52 Eus; 
# 
= k 
fens, = zz 


> + ZzóÉ;z z: 2t+1 
pn<i<[k/3j] (a 中 m=", fens) 
LE! 


x CAF. f Ene) 2171 
TZ 


= Y (Gere fene + sb oo fena)" (7.2.15) 
k21 


— (852 ,43 fens 一 EZ s3 fexs)") 


_ z?236,5 21 feos 
T (1 一 Da aa fg? 一 (zzó,> 2 fens)? i 


其 中 fans = fpene( Vi) 三 fem (Vu y). 
定 现 7.2.1 关于 函数 f= f(a), u= (gya, 的 方程 


_ m2 RCM 
HET Í ü- Asp P TA (7.2.16) 


在 级 数 环 L{R c,y}, R AERE, LRARA. 而且， 这 个 解 就 
是 了 = fens(z,y) 如 (7.2.12) 式 给 出 . 


证 因为 前 一 个 结论 可 如 常 法 证 明 . 这 里 仅 证 后 一 个 结论 ， 
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从 (7.2.1) 式 ， 可 知 fen = fot ñA. 前 一 项 已 由 (7.2.3) LB 
出 ， 后 一 项 ， 由 (7.2.15) 式 ， 可 知 


f= | few) 


将 它 代 入 ， 即 可 得 f = fenle y) 满足 方程 (7.2.16) X. h 


看 来 利用 方程 (7.2.16) 式 直 接 确 定 如 (7.2.12) 式 所 给 出 的 计 
MRR fe 是 不 容易 的 . 这 就 不 能 不 考查 带 有 较 少 参数 的 计数 函 
数 hen = hgas(z, y. z). Bl, 


h mo. am M) yn) 00, (7.2.17) 
MEMEns 


其 中 mM), n(M) fl a(M) Sal M 的 根 节 点 次 ， 非 根 节点 的 
NX Edi CR. 


定理 7.2.2 FER f= F(z,u,z) 的 方程 


z2y(f Z f°) (7.2.18) 


fo ae ey gane 


KY fr 二 fly) EARR C(Kz,y,2z}, RHRRH, LSE 
定 的 ， m, X ^M f= Aro; 如 (7.2.17) X BUR. 


证 与 定理 7.2.1 同样 理由 ， 仅 证 后 一 个 结论 ， 
首先 ， 看 Mems 赋予 hens 中 的 部 分 ho = heno 由 于 对 Li, 
根 节点 次 2, 无 非 根 节点 和 只 有 一 个 非 根 面 , 有 ho = z2z. 剩 下 就 是 
要 看 Men, 赋予 hpos 中 的 部 分 hi = henn. BRE, hi = ryha) 
其 中 
ha) = Z gm M) (OM), AM) ,a (M). 
MEM na), 


ZL, s(M)+1 为 M 的 与 根 边关 联 的 非 根 节点 vor 的 次 . 根 
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据 引 理 7.2.2, 有 


uu? (as jJ (zAo) (A77, 


nets [k/2] 
k21 


其 中 


m(M) 1M 
Ag — > gam) > (2) y^ M) za MY 
MEMEns i=1 


m(M)-1 
Ai = > g2m(M) Z gain (M) a (M), 
MEMEns t=1 
由 于 


1 一 z2m0M) oM oar 


z? 一 z2m(M) "n 
ÅA = » — (M) ,q(M) 


即 得 
hay = > ((zAo + Ax)* — (zAo — 41)*) 
k>1 


1 

2 

lf _A: + zÀo Ai — ao ) 

iX -I A; zð; 
tAo 

ü- AQ EAE 


由 于 


(1- A! ~ z2A3 = EO t ia = Ochoa 
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以 及 Ao 的 上 述 表 达 式 ， 经 化 简 ， 可 得 
t(Ago. 一 hna) 
z2(1 + hin)” - (1 + hens)? f 


这 样 ， 就 有 hEn = hot hi = ho +eyhp). 将 上 述 所 得 的 ho 和 ha) 
代入 ， 与 方程 (7.2.18) 式 比 较 ， 即 知 了 = hen 是 方程 (7.2.18) 式 


ha) = 


的 一 个 解 ， 4 
HEAR (7.2.18) AF, Ky =z, 即 得 
_ f — #° 
(t^ as) ca» 


这 时 一 个 带 二 个 变量 的 函数 f = fizy) f* = fy), 的 三 次 方 
程 . 事实 上 , 它 的 解 就 是 带 根 不 可 分 离 Euler 平面 地 图 依 根 节点 次 
与 边 数 的 计数 函数 gea = ges (z, y) = hmas (z, y y). 虽然 这 个 方程 
难以 直接 ， 但 可 以 用 间接 的 方法 先 确定 出 gs, = IEn, y). 
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4 Ma 为 所 有 带 根 不 可 分 离 平 而 地 图 的 集合 . 为 便利 , 约定 自 
环 地 图 L, = (Kr,(r,aBr)) EFA, 但 杆 地 图 Lo = (Kr, (r)(afr)) 
RT. 

将 Mas 划分 为 二 类 ， Maso 和 Mas. BI, 


Mae = M nso + Mass (7.3.1) 


其 中 ， Mare 仅 由 这 个 自 环 地 图 Lı 组 成 ， 自然 ， Mas, 就 是 Mas 
中 除 Ly 外 所 有 地 图 组 成 的 子 集 . 


引 理 7.3.0 一 个 地 图 M € My, 4, BRS, LHP OHH 
M* € Na. M, My, ZEN HH. 
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证 用 反 证 法 . W M = (455,7) € Mns, 但 它 的 平面 对 偶 地 
图 M*= (Xaa: Pap) ¢ Mas. 因为 M x Ii, 知 M* x Lo. :这 时 ， 
M DMA. © 


v* = (z, Pape, ---,(Pap)~*x) 


X M* 的 一 个 割 点 。 这 就 是 说 ， 存 在 一 个 整数 i > 0 和 另 一 个 
整数 j AG, 不 妨 设 了 > í 使 得 v* 被 分 划 为 二 个 相继 段 S, = 
(P^, (P*9712) 和 S> = (P*Y'z, (PFa), P* = Paf, 
FH M* = MikMg. KH, M; = (XD, P), k = 1,2, 使 得 
Aaa = XI) + XP) M P; 仅 在 节点 (Sa) SRG PPR, k= 1,2. 
不 管 怎样 ， 这 又 导致 M = MG 二 Ma 其 中 M, = (XP, Ph), Py = 
Piap, k= 1,2. Ami, M 中 也 要 有 一 个 制 点 .与 M 的 不 可 分 高 
性 矛盾 ， 必 要 性 得 证 ， 

由 对 偶 性 的 对 称 性 ， 充 分 性 同样 为 真 , t 


对 任何 M € Ma, $ mMM) 为 M 的 根 节点 次 和 n(M) = 
(n (M),na( M), ---), (M) 为 M rh i ET AMMA, i20 1. H 
不 可 分 离 人 性 ， 可 知 M e M 的 根 边 不 可 能 是 自 环 . 


引 理 7.3.1 对 任何 M € My, HETER k > 0 使 得 


k 
M ea = Y M; (7.3.2) 
i=1 
其 中 MLE Ma, 1 < í < k, 且 它们 全 不 再 具有 形 如 【7.3.2) AWK 
A, S kl 


证 事实 上 , 按照 好 .2 中 所 讨论 的 , 这 里 的 上 就 是 M 的 根 指 
标 . WH, Sk 1 时 ， 每 个 M,1<i< k, BRE ABM (7.3.2) 
式 之 表示 ， 由 M 的 不 可 分 离 性 ， 注 意 到 M 均 仅 有 根 节 点 与 M 
中 的 节点 不 同 ， 故 它 不 会 有 割 点 ， RN, M; c May1<i<k h 
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可 以 看 出 ， (7.3.2) 式 中 的 所 有 Mi, 1 < i < k, SR Mns 中 的 
地 图 ， 包 括 这 个 自 环 地 图 ， 随 大 M HOR AA... 的 地 图 ， 记 


k 
Mr = {J OM| YM € Masi Sisk}, Q (133) 
1-1 
和 
Mins), ={MeaYaM € Mas, (7.3.4) 


EP a= er 为 对 Wii. 
引 理 7.3.2 对 于 Mas, 有 


Ms), = >, Mu, Mk = ME, (7.3.5) 


k>1 
其 中 x 为 内 1v- GE dn 871 中 所 示 . 


证 ATI, RFA lo- 积 的 定义 ，{7.3.5) 式 的 后 一 个 式 
FAW. Fil, EHHE. 
由 引 理 7.3.1 可 知 


Mina); = U M. 


k21 
MT MMB, ER ij iti A 
Mi) My = 9. 
这 又 是 自然 的 ， 因 为 根 指标 是 一 个 不 变量 ， 根 指标 不 同 的 地 留 不 
可 能 相同 . 1 


基于 引 理 6.3.2-3, 可 以 推出 Mare 38 Mas, 对 M ns BJ 35 pa dal 
分 计数 函数 


fas = > a mM) nM) (7.3.6) 
MEMns 
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的 贡献 fo = fos 和 fiim fo. RP, mM) AM 的 根 节点 次 和 
n(M) = (m (M),no (M), --) AM AMS, BP n (M) 为 
i 次 非 根 节 点 数 ， 宇 > 1. 

由 于 Mas 仅 由 自 环 地 图 Li 组 成 ， 容 易 看 出 ， 


fos, = z?, (7.3.7) 
对 Mss 先 看 一 看 
faa = Y ot 0 yaa, (7.3.8) 
MEMna, I 


其 中 m(M), s(M) RI n(M) 分 别 为 M 的 根 节 点 次 ,与 根 边 关联 的 
非 根 节点 ver 次 和 不 计 ua, 的 节点 前 分 向 量 . 

考虑 到 对 M € Ma, m(M e a) = (m(M) - 1) + (s(M) - 1), 
a = e(M) 为 M 的 根 边 ， 有 | 


Aa = zz YD emia yn, 
M €.Mns, 


1818 3| BE 7.3.2, 可 得 


Fam = xz > (Aus)* ’ 


k21 
其 中 


m(M)—1 i 
Au = >> 2) Y^ (=) yon) 
M € ns — 7507 


zg (M) 一 rz (M) yen 
z-z = 


MEMns 
= Os fas - 
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KA, fus = fas (u) = Fasl% y). 从 而 ， 


To, = zz 》 (Onfa) 


k21 
_ 22822 fas 
_ 1 — A fhe 


fin/ raa 


定理 7.3.1 KF BR f= (zy), y= (Vo Y2 +), 的 方程 


2 yO, Í 
f== +z Í TF (7.3.10) 
其 中 在 泛 函 下 的 了 = f(u) = fuy), EARR {R ry), RAK 
MR, LEZER. WE, RARE f= f. 如 (7.3.6) 式 所 给 
H. 


证 前 一 结论 的 证 明 如 常 . 后 一 个 结论 ， 可 以 由 fs, = fa + 
fons 以 及 (7.3.7) 式 和 (7.3.9) 式 直接 导出 . h 


虽然 方程 (7.310) 式 看 上 去 比较 简单 ， 至 今 仍 未 能 直接 求 出 
TER. 不 管 怎 样 ， 当 只 考虑 少数 参数 时 ， 确 下 以 得 到 理想 的 表达 
A AE, HHE Mu 的 计数 函数 


ha = YO amy) aO). (7.3.11) 
afEAfne 
其 中 m(M), n(M) 和 q(M) 分 别 为 M. 的 根 节点 次 , 非 根 节点 数 和 
LIIS 
仍然 依据 上 面 所 提出 的 分 解 原理 , 可 以 求 出 Ktss。 和 Man W: 
F Mos 中 的 部 分 ho = hon 和 h = has 
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由 于 Mas 仅 含 自 环 地 图 Ds, 和 L, 的 根 节点 次 为 2, SUR dE 
根 节 点 但 有 一 个 非 根 面 ， 就 有 


ho = z2z, (7.3.12) 
对 于 Mas 由 引 理 7.3.2, 得 


h Mns, = wy > (5na)* E 


k>1 


其 中 


m(M)—1 
em D T aane 
MEMyg i—1 


miM 
g — am nunan 


MEMna 
_ ahi, — has 
|^ l-z ' 


在 上 式 中 ， hes = hus (1, y, z). 从 而 ， 有 


4 _ k 
hy =y}, (Fea) 


k21 (7.3.13) 
— —zu(zht, ~ ha) 
~ l-a~acht, hae 
定理 7.3.2 FHKTBRA=Alz,y,z) 的 方程 
h? 十 (0 — z+ zu — zz — zh*)h 
—z?((1 — r)z + (y — zz)h") = 0, (7.3.14) 


其 中 h* = h(1,y, z), 在 级 数 环 L{R; x,y, z}, R 为 整数 环 ， += 
SH. W B, HARRE k= ha 如 (73.1) AAR. 


证 与 定理 73. 同样 理由 ， 这 里 只 证 后 一 个 结论 . 
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事实 上 ， 由 于 ha = ho +h, 以 及 (7.3.12) 式 和 (73.13) XX, 
得 
zy(zh!. — hns) 
1—z—zht, + hns 
经 过 合并 同类 项 与 化 简 ， 即 可 知 h. 满足 方程 (7.3.14) =. ü 


因为 (7.3.14) 式 的 判别 式 为 


hos = wz + 


D(z) = (1 — z + zy — z2z — 2h")? 


44x? (a — z)z + (y — za)h"), 


可 以 检验 存在 一 个 级 数 E = Ey, z), 使 得 ec = £X D(z) = 0 的 二 
BR (或 用 定理 1.4.1). 从 解 联 立 方程 


D(£) = (1-€ + £y - £z - Eh")? 
+ 48 (( — £2 + (y — 2€)h*) =0, 


d = 20 - £e fy Es G (7.3.18) 


dé 
x (y ~ 1 — 2z — h*) + 4£((2 — 36)z 
+ (2y — 326)h*) =0 
H, Ey c h* 以 为 参数 的 表示 式 . 
由 于 方程 (7.3.15) 式 中 的 二 个 方程 全 是 对 h 为 二 次 的 ， 可 以 
用 其 中 之 一 解 出 "一 z 作为 y, z ME 的 函数 . 而且 ， 依 引 理 7.3.0, 


Xf y Az, CEN. 然后， 引进 另 一 个 参数 E y 和 z 都 是 
《和 ?的 函数 TI, Vt My SAM. BA, TH 


y= £(1— n), z=n(1 - £y, 


h* — z = (1 — € — n). (7.3.16) 
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广 意 到 在 (1.5.20-21) 式 中 ， (zi,z2) = (€,n), (5,12) = (g, z), bo = 


wey fl $: = ror, 就 有 


_ £ 3h _ 9 O61 
页 BF $1 On 
A(E,n) = det 
£962 ,. 85 
$2 o $2 On 
1 1-7 
= det 
一 站 
rę | 
_ (11-00-19-40 
0-350-0 ' 
利用 定理 1.5.2, BB 48 
L^ * Thy én -£ — ) 1— ACE, } 
2A = OE) ( : = 4 ) 


= 9 n-La—-1) (up uy) 
(6:9) (1 — £)74(1 — n?" 
—4 p(n-24-2) l-£-7 
(£m) (1 — £faeci(1 — qnn 
对 (n, q) 之 (1, 1). 
由 于 8p -6070-97- 
1 « 1 _ fpts-IYfl1—1 
GF aw 7 ( s X t ) 
*bs-zn—1,n—2,t—4—1,4—2,p — 23,29 --1 Ml — 2n,2n +1, 


将 它们 代入 上 式 ， 经 合并 与 简化 ， 即 可 得 
FOU _ (2n + 9 — 2)!(2q +a- 2)! (7.3.17) 


(wy,2) nl(2n — 1)!(2g — 1)!q! 
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对 (n,q) > (1,1). 


定理 7.3.3 LRA MAHAR p + Ë f W R + TAHT OH 
图 的 数目 为 Naa (mp) = 
(2m +p- 5)!(2p + m — 5)! 
(m — Dip- jtm — 3) (2p — 3)! 
Aml, p> 2. 


证 AW h" dh y"z2 项 的 系数 为 具有 个 非 根 节点 和 q 个 
非 根 面 的 Ma 中 地 图 的 数目 ， 就 有 和 = 一 ?+1 和 p=4+1. H 
(7.3.17) 式 ， 可 得 (7.318) à, H m > 1, p > 2, PRA m = 1 
H p=2 的 情形 . 

Rit, 4m= 1 和 p=2 时 ， 由 (3.18) 式 可 知 Naa (I, 2)=1. 
这 就 是 那个 自 环 地 图 Li. 这 时 ， 也 适用 ， 从 而 ， 定 理 得 证 . ü 


(7.3.18) 


$7.4 hmi T 53 H BH 


一 个 不 可 分 离 地 图 ， 埠 在 它 的 根 面 边界 上 所 有 节点 的 次 均 为 
3, 则 称 它 是 1038 3- 正则 的 . 

对 任 一 M = (X,P) € Ma, SEB-A, MARETIE 
平面 地 图 的 集合 ， 入 mm(M) 为 M 的 根 节点 次 ， 它 的 根 节点 为 


v, = (r, Pr, ,P700071,). (7.4.1) 
通过 辟 开 这 个 节点 为 mM) 个 端 
Ui = Upi-ip $= 1,2,-.. ,m(M), (7.4.2) 
3t Ri m(M) 条 边 


e; = Kzj-1, t= 1,2, ---,m(M), (7.4.3) 
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使 得 

u; = (£i, Pir, offe; ui) (7.4.4) 
对 i= 0,1,°+-,m{M) — 1, tmM) F To = F, 得 地 图 N= (Ax. J). 
它 的 根 为 2. Hl, Ay = X +U Kri MI 仅 在 由 (7.4.4) R 
给 出 的 节点 处 与 :也 不同， 可 以 看 出 ， NN 的 根 面 为 


fo = (2, Zm(a)—1: Lm(M) -2 7 i £1)- (7.4.5) 


理由 是 从 (7.4.4) 5X, 可 知 Jape = Emy- (Za) z = Emi- 
S (Jap D-r = 21, Jase, = z. 这 就 意味 ， 所 有 由 (7.4.4) 
式 给 出 的 节点 形成 N 的 根 面 边界 ， 而且 ， 它 们 的 次 全 为 3. 因此 ， 
N 是 一 个 边缘 3- EWE, HORN 为 M 的 边 缚 3- 正则 扩张 


引 理 7.4.1 + Malm, n) 和 B(m,n) 分 别 为 所 有 具有 NR 
这 与 根 节 点 次 是 侯 的 带 根 不 可 分 离 平面 地 图 的 集合 和 所 有 具有 n 
FUSRAKE mm ER 3- 正则 平面 地 图 的 集合 ， 购 ， 有 


|Mas(m, n)| = |. m + n) (7.4.6) 


stn m> 1. 


证 É M € My (m,n). 由 上 面 所 述 的 过 程 , 可 唯一 地 得 到 一 
个 边缘 3- IE RISE TRE N, EB M 的 边缘 3. 正则 扩充 容易 验证 ， 
N € B(m,m + n). 

另 一 方面 ， 对 任何 N € B(mm-- n), nT PLE ER 8138 P LE 
的 那 m 个 节点 具有 如 (7.4.2) RA (7.4.4) 式 之 形式 、 这 样 ， 通 过 
去 掉 如 (7.4.3) 式 所 示 的 m 条 边 ， 然 后 将 它们 之 端 合并 成 一 个 节 
点 如 (7.4.1) 所 示 的 o, 可 唯一 地 得 地 图 M， 由 于 边缘 3- 正则 地 
图 是 从 不 可 分 离 地 图 导出 的 ， 并 且 它 也 是 不 可 分 离 的 ， 可 以 验证 
M E M,,(m,n). 
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总 之 ， 上 面 实 际 土 提供 了 Mam, n) 和 Bimma) 之 间 的 
一 个 1-1 对 应 ， 故 引 理 成 立 . h 


根据 引 理 7.4.1, 为 了 确定 B(m,m- n) 中 地 图 的 数目 ， 只 需 给 
出 Malm n) 的 数目 即 足 .这 一 任务 怡 可 利用 87.3 中 握 供 的 方法 
来 完成 . 

现在 ， 要 考虑 的 计数 函数 为 


fm= P my (7.4.7) 
M € Mns 
其 中 m(M) 和 RCM) 分 别 为 M 的 根 节 点 次 与 度 ( 即 边 数 ). 
基于 引 理 7.3.2, 可 以 导出 由 (7.4.7) 式 定义 的 函数 f. 为 下 面 
关于 函数 f = firu) 的 方程 之 一 个 解 . 


P+ (a-202)-2f) 
-2?(1— z)y( + f°) = 0, (7.4.8) 


其 中 f" = Fi, y), 中 以 度 为 参数 的 计数 西数 ， 
事实 上 ， 方 程 (7.4.8) 式 就 是 方程 (7.3.14) 式 的 当 y = z 的 情 
形 ， 或 者 说 这 里 的 f= A(z,y,y). 
这 样 看 来 ， 对 方程 (7.4.8) 式 中 的 f° 和 y, 就 有 下 面 的 参数 表 
示 式 
y= (0-8), fe — y = (1 — 28). (7.4.9) 
依 此 ， 可 利用 推论 1.5.1, 求 得 


Dv = ia) » 


_ y“ f 2(n — 1)(3n — 3)! 
=O ( (2n — 1y 
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_ S(n — 1)(n ~ 2)($n — 3* 
(2n — 1)! 


2(3n — 3)! 
= > i Ame IN - OH (7.4.10) 

虽然 将 (7.4.9) 式 代入 方程 (04.8) 式 ， 可 以 得 到 f 作为 z 和 
ABR, RAB f ONUS = 和 ?3 的 级 数 形式 ， 因 为 要 占用 过 多 
篇 幅 ， 这 里 不 再 详 述 ， 因 此 ， 可 设 


Nas(m,n) = 97") fas (7.4.11) 


AECA, HRA n 条 边 ， 根 节点 次 为 m 的 带 根 不 可 分 离 平面 地 图 
的 数目 ， m,n > 1. 

令 Na(m,n) 为 具有 n 条 边 ， 根 而 的 次 为 m 的 边缘 3- 则 平 
面 地 图 的 数目 . 则 由 引 理 7.4.1, 有 


Na (m,n) = Na(m,n — m), (7.4.12) 


JK n > m 自然 要 满足 . 

对 于 地 图 M = (Map P) 在 亏 烙 为 g( 或 0) 的 可 定向 (RE 
可 定向 ) 曲 而 上， 根据 [Liu58] 中 所 述 的 多 面 形 理论 ， 有 一 个 只 会 
一 个 面 的 极 小 子 地 图 REAR HEE. 这 种 极 小 地 图 忆 被 称 为 
Fe (I j-, 当 不 可 定向 时 ) 本 质 的 ， 这 里 ， 为 当 人 篇幅 ， 仅 讨论 不 
可 定向 的 情形 ， 


引 理 7.4.2 一 个 子 地 图 R 在 学 格 为 5 的 不 可 定向 曲面 上 是 
新 本 上 质 的 当 ， 且 仅 当 ， 民 没有 次 为 1 的 节点 ， 它 的 错 环 空间 的 维 
RAG 3: B Ë Ç, < $ 3 592 W X k 88 s. 35: UH. 


证 因为 至 是 六 本 质 的 ， 可 以 看 出 玉 在 亏 格 5 的 曲面 上 恰 
有 一 个 面 ， 对 于 及 在 亏 格 的 曲面 上 , 它 的 循环 空间 的 维 数 至 少 
2) 9. od R IE JEE, HM [Linse] 中 的 原理 ， 它 的 维 数 只 能 是 d. 
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从 下 只 舍 一 个 面 可 知 ， 除 它 本 身 外 ， 不 再 有 其 他 的 循环 为 一 个 面 
边界 . H R 的 极 小 性 ， 自 然 不 可 能 有 次 为 HDA. 必要 性 得 证 . 
往 证 充分 性 . 令 v(R) 和 (R) 分 别 为 五 的 阶 与 度 . BARK 
循环 空间 的 维 数 为 $j, 对 FR 的 任何 一 个 支撑 树 ,， 均 有 5 条 上 树 边 ， 
这 就 意味 ，e(R) = v(R) 一 1+5. WË, Hid A(R) = v(R) — e(R), 
则 有 
A(R) =1- j. (7.4.13) 


HT RAS—ATN, ES 1.1.3 和 (7413) 式 ， RRBESH 
为 的 不 可 定向 曲面 上 . 因为 R SCRUOS L 的 节点 ， 也 就 没有 二 
挂 边 { 即 仅 一 端 为 1 次 节点 }). FETE, AWM, BAZ 
必 使 循环 空间 维 数 减 少 ， 若 去 掉 割 边 e, ME R — e 不 再 是 子 地 
图 ， 这 就 意味 R RARE. Jan, RR GF 本 质 的 . i 


如 果 在 亏 格 为 5 的 申 面 上 的 一 个 地 图 M 中 ， 有 一 个 新 本 质 
的 子 地 图 给 以 标示 , 则 称 M 为 9-66) 85. 两 个 条 定向 的 地 图 被 视 
为 相同 , 仅 当 它 们 之 闻 存 在 一 个 同 构 ， 并 使 得 带 标示 的 子 地 图 相 
, 应。 否则 ， AE) 的 ， 

对 于 亏 格 为 5 曲面 上 一 个 地 图 M = (Xap P), 令 RR 为 其 上 
的 一 个 带 标示 的 永 AROS. R 的 仅 有 的 面 被 记 为 


(T1, 22， E2e(R))- (7.4.14) 
在 M LRM, MH RALEA. 
Ki, Kis, K32qpy, (7.4.15) 


其 中 Kz, = (z;,,02;,,082;,,002;,),1 = 1,2,--., 2e(R) Fi = 1,2,4, 
2e(R), 同时 添加 一 个 面 


(£1, £23, Žem) (7.4.16) 
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这 样 从 M 得 到 的 地 图 被 记 为 M = (XL, ^). SRE, TRA 
地 图 M” = (Xia P'oB) 与 M 的 对 侦 地 图 M* = (Xs... Pag) 仅 
有 一 个 节点 ， 如 (7.4.16) 式 所 示 ， 不 同 ， 和 

2e(R) 

Xha = Xa — (zi|1 < i < 2e(R)) + X Ks. 

i=1 
HA, KM AM 对 新 ARTO R 的 gB- 地 图 . 容易 检验 ， 
当 5= 1 时 ，iB- 地 图 就 是 如 在 $4.3 中 所 述 . 

引 理 7.4.3 在 亏 格 己 的 曲 而 上 ， 一 个 地 图 M 的 所 有 5B- 地 

图 全 是 平面 的 ， 


证 设 放 为 在 MM 上 将 中 的 一 个 支撑 树 每 一 边 收缩 为 一 个 节 
点 所 得 的 地 图 . 因为 M 与 M 的 Euler 示 性 数 相同 M 的 外 -地 
图 与 M 的 就 也 有 相同 的 Euler 示 性 数 ， 然 而 ， 容易 检验 , 对 M 
的 任何 一 个 gB- 地 图 I’, 有 


v(M') = 29 — 1--v(M), 
e(M") = (Mf) +9, e( M") = e( M) + 1. 
这 就 意味 ， M 的 示 性 数 
Euj( M’) = Eul(M) + 28 — 1g + 1 
=1- 9+ g+1 
= 2. 


从 而 ， Af 只 能 是 平面 的 ， 乃至 M 的 5B- 地 图 M" 同样 地 ， 也 是 
平面 的 . 4 


& Mia (m; 9) AA 9- 定向 不 可 臂 地 图 的 集合 其中， 每 个 
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地 图 的 带 标示 的 子 图 均 具 有 m 条 边 (自然 ，m > 9). TW. 有 


Mns ( m; 9) = > Mase (m, n; 9), (7.4.17) 
n>m 
其 中 Malm, nig) ERA AA... (mi 9) 中 边 数 为 n 的 地 图 的 集合 . 
自然 ， 只 能 n> m 才 有 意义 . 


引 理 7.4.4. + Mas (m.m) AMERA n kitt EAA m, 
d ORURODARECCEXEHBES, n > m > 1. Kl, A 


Masi (m, m 5) = Niel; 8) Masp(2m, n+ m) (7.4.18) 


Mm>gr1, # F Nu(m;3) S E mA, RK [U TE, RAK 
挂 点 【次 为 工 的 节点 } 和 循环 空间 的 维 数 为 5, EFRA AET 
定向 曲面 上 ， 带 根 地 男 的 数目 . 


证 对 任何 M € Mami g), FUHR j- 本 质 的 子 地 图 给 
定 ， 就 可 唯一 地 得 到 它 的 8B- 地 图 M. 由 引 理 7.4.3，M' 是 平 击 
的 ， 因 为 M 是 不 可 臂 的 ， 用 与 $4.4-5 中 相同 的 理由 可 知 ， M 是 
不 可 分 高 的 . 通过 数 M 的 边 数 ， 以 及 它 的 无 限 面 边 界 上 的 边 数 ， 
即 可 看 出 M’ € Mas (2m, m + n). 这 就 意味 ， (7.4.18) 式 左 端 不 
会 大 于 右 端 . 

另 一 方面 ， 对 任 一 地 图 M' € AMoap(2m,m + n), 由 引 理 7.4.2 
HA Num) 种 可 能 性 ， 在 亏 格 为 5 的 不 可 定向 曲面 上 ， 形 成 一 
个 地 图 M 使 得 它 有 nn Ril, WA m RAN y 本 质 的 子 地 图 被 标 
am. 再 依 84.4-5 中 的 理由 知 ， jd 是 不 可 辟 的 . 通过 简单 地 数 一 下 
M 中 的 边 数 ， 即 可 得 M € Mami). 从 而 ， (7.4.18) 式 右 端 不 
KFEM. b 


至 于 如 何在 给 定 亏 格 的 曲面 上 , 数 没有 悬挂 点 ， 且 只 有 一 个 面 ， 
和 它 的 循环 空间 维 数 等 于 这 个 曲面 的 气 格 的 地 图 ， 将 会 在 895 中 
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触及 到 . 
in j= 1, 引 理 7.4.1 还 可 和 依 与 85.4 中 相仿 的 方式 ， 用 来 数 
一 类 射影 平面 上 的 定向 不 可 劈 地 图 ， 


$7.5 注 记 


7.5.1 方程 (7.1.17) 式 第 一 次 出 现在 [Liu36] 中 ， 和 (7.1.25 
-30) 式 ， 在 [Liu31] 中 .那里 还 讨论 了 其 他 一 些 类 型 的 外 平面 地 
图 ， 和 外 平面 地 图 与 平面 树 之 间 的 关系 ， 一 批 较 简单 的 公式 还 可 
参见 [Doyl]. 在 此 基础 上 ， 可 以 探讨 如 何 通 过 二 个 外 平面 地 图 ， 借 
助 合成 根 面 边界 ， 而 产生 所 有 平面 Hamilton 地 图 . 


7.5.2 用 直接 解 方程 (7.1.17) 式 的 方法 ， 确 定 外 平面 地 图 依 
节点 剖 分 计数 函数 的 显 式 ， 尚 不 知 刀 何 进行 . 


7.5.3 可 以 在 [Liu23, Liu53] 中 见 到 泛 函 方程 (7.2.16) 式 . 但 
那里 没有 提供 详细 的 证 明 . 然而 , 可 以 看 到 一 些 应 用 , 如 何 直 接 解 
方程 (7.2.16) 式 ， 仍 然 是 一 个 问题 . 


75.4 事实 上 ， 三 次 方程 (7.2.19) 式 与 出 现在 [Lin41] 中 的 ， 

从 对 偶 的 角度 是 等 价 的 ， 通 过 提取 一 般 情形 与 不 可 分 离 情 形 之 闻 
的 关系 ， 基 于 (6.1.13) 式 ， 可 得 于 面 的 参数 表达 式 
 €-NG+E+ 7)? _1+é-@ 

Elz- 7 (2 — €)? © 

由 此 ， 可 通过 Lagrange RMUMES. Ri, EER, HH 
(7.2.19) APM X = 2? 是 二 次 的 ， 可 以 用 $3.1 中 所 建议 的 方法 . 


7.5.5 方程 (7.3.18) 式 当 属于 Brown 和 Tutte[BrT1]. 然而 ， 
在 87.3 中 的 分 解 ， 确 与 它们 的 不 同 ， 事 实 上 ， 可 以 看 作 是 对 偶 的 
形式 . 因为 一 个 平面 地 图 (至少 有 二 条 按 ) 是 不 可 分 离 的 当 ， 且 仅 


1+ f* (7.5.1) 
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当 ， 它 的 对 偶 是 不 可 分 离 的 ， 


7.5.8 泛 函 方程 (7.3.10) HLF [Liu20]. 在 那里 ， 可 以 看 
到 一 些 应 用 , 然而 , 即使 形式 并 不 复杂 , 还 是 至 今 未 能 发 现 直 搂 求 
解 方法 . 


7.5.7 数 带 根 不 可 分 离 平 面 地 图 的 (7.4.10) 式 ， 兽 以 各 种 不 
同方 法 求 得 ， 例 如 [Liu17], [Wal3] 等 .这 里 的 是 Brown 和 Tutte 
的 直接 结果 .不 管 怎样 ， 用 方程 (7.4.8) 式 ， 确 定 双 参数 的 计数 函 
数 ， 并 非 如 (7.3.18) 式 那 样 简单. 


7.5.8 ”仍然 可 以 通过 分 解 曲 面 上 的 地 图 ， 求 出 依 节点 前 分 计 
数 函数 应 满足 的 泛 函 教 方程 至今 尚 未 发 现 对 于 一 般 的 专 格 ， 可 
定向 或 不 可 定向 的 , 沿 着 这 个 思路 ， 去 数 曲 面 上 的 不 可 分 离 地 图 
首先 ， 还 是 带 根 的 情况 . 然后， 再 考虑 对 称 性 . 


7.5.9 对 于 给 定 的 亏 格 g, 数 在 亏 格 为 ó 的 不 可 定向 曲 而 上 
的 新 本质 的 地 图 的 数目 ， 还 可 进一步 考查 可 定向 的 情形 . 
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简单 地 图 


$8.1 无 环 地 图 


一 个 地 图 称 为 AY, 指 它 没有 边 是 一 个 自 环 ， 令 Ma 为 所 
有 葛根 无 环 平面 地 图 的 集合 . 一 个 近 无 环 地 图 就 是 除根 边 为 自 环 
外 , 其 他 边 均 不 为 自 环 . 本 节 的 地 图 均 指 平面 的 . 所 有 近 无 环 地 图 
组 成 的 集合 记 为 Man. 

如 果 一 个 近 无 环 地 图 ， 它 的 根 面 次 为 1, 就 称 之 为 内 地 图 . 用 
Aa 代表 所 有 内 地 图 的 集合 . 


38 8.1.1 + Man) = (M — a|VM € Mis), X F a= e,(M) 
AM ARH. WM, A 
Man) = Au, (8.1.1) 


其 中 Mu 为 所 有 无 环 地 图 的 集合 ， 

证 对 于 任 一 Me Many, id M' c Mi, 使 得 M = M'a, 
a’ AM’ 的 根 边 . 因为 M" 的 根 面 边界 为 1, 知 & 是 一 个 自 环 . 由 
M 的 近 无 环 性 ， 可 知 M € My. 这 就 意味 ， Mau C M... 


88.1 无 环 地 图 237 


反之 , XHE— M = (4,J) € Ma, 总 可 以 构造 一 个 地 图 M = 
(XT 使 得 二 = X + Kr’ 和 T DUET Ë 


Up = (r^, T, jr, tta Jr, afr) 


处 与 J ARB. BR, M = M' -da = Kr = e,(M:). fh, AF 
MER, M' RA-P ARG. 又 ， 因 为 M" 根 面 边界 为 (r^), BE 
KA 1,4 M' € Min. J| M = M'—a' 8, M € Many. 这 又 意味 
Ma € My. h 


对 二 地 图 Mi 和 Mo, 它们 的 1- 和 ,如 (2.1.3) 式 所 示 ， 记 为 
M = M+M: 然而 ， 这 里 规定 M 的 根 和 M2 的 一 致 . 基于 定理 
1.1.4, 这 样 做 并 不 失 一 般 性 . 对 于 两 个 地 图 集 AM1 和 AMz, 它们 的 
1- RAM, © Ma, 如 (2.1.4) Bra. 


3138 8.1.2 对 Mani, 有 
Mani = Ma Mis. (8.1.2) 
Xv, OF 1- RKB. 


证 对 M € Mau, FAM RRB RAH, BPH, E 
它 的 内 部 和 外 部 的 极 大 子 地 图 分 别 记 为 M 和 M. 但 规定 a 在 
M; 中 而 不 在 M1 中 ， 易 验证 ， M2 € Mn 和 Mi € Ma. AT 
M = M+M, 有 M € Mau © Mis. AT, Man C Mit O Min. 

反之 ， 对 M € M. Ə Min 因为 M = MI 十 Mz, My € Mu, 
Ma € Min, B R ARR a = e-(M) = a; = er(JM2) HAH, WR 
M € Mag. Mil, BA Mat © Min C Mau. 4 


将 Ma 分 为 三 类 ， MO, AUD, ACID. gn 
Ma = M + MD 4 MED, (81.3) 
其 中 ， MO 仅 由 节点 地 图 组 成 ,和 MID = {MINM € Ma — 
$,0—e,(M)3EBGA). 自然， MUI 为 由 Ma — 6 中 不 在 MD 
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内 的 所 有 其 他 地 图 组 成 . 即 ， A CD = (MIVM € Ma — 9,4 = 
e, (M) XI). 


533 8.1.3 MO) = (M ealVM € Ma), Xt a d M H 
根 边 ， 则 ， 有 
MED = Mar. (8.1.4) 


证 XHEBDM € MGR, w M' e MP, 使 得 M = Med’, 
a! = e,(M"). 因为 a! RREH, A M" 无 自 环 知 M BEA, BD 
M € Ma. 从 而 ， MED S Mn. 

反之 ， 对 任何 M = (¥, J) e Ma, 总 可 构造 一 个 地 图 M' = 
(^, 7^), 使 得 x" = X + Ke 和 7' 仅 在 与 其 根 边 关联 的 二 节点 
ty 和 vao 处 与 了 不 同 . 其中， oop = (r,r, Jr, Jr 和 
ugr = (aBr'). 由 M 无 自 环 和 Kr 不 是 自 环 , 可 知 M'ER. X, 
它们 的 根 边 不 是 备 边 ， 有 M' & M, 容易 验证 ，M = M' s a', 
a = Kr'=e,(M’). Bl, MEME}. AT, Mac Mi. i 


U M —(X,7) e Mu HM 可 以 构造 另 一 个 地 图 ， 记 为 
ViM = (4,41), WE X, = X + Kr; ft J; XERIC MR u, 和 
ver, 处 与 J 不 同 ， 其 中 


Urn = (Ti Jr, Ts, eee sr) 


和 var, = labrar, Jr, a (dM). 这 里 ， r 为 M m. B 5, Ti 
A: VM 的 根 . WB, ViM ARA M 的 Ri he, 0<i mM), 
m(M) 为 M 的 根 节点 次 ， 

58 8.1.4 对 AUD, A 


MP= Y {via O<i< m(M)). (8.1.5) 
MEAMnI 
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证 AME, + (8.15) 式 右 端的 集合 为 W. IHEM M = 
(4,7) e MP, ja M = M ea, 由 引 理 8.1.3, M € My. 因为 M 
的 与 根 边 关联 的 二 节点 为 w = (n Jr, 7717) 和 


vgr = (afr, J'afr,  - -, J1ar), 
可 知 M 的 根 节 点 为 
v = (Jafr,-.., J abe, Jr,- Jr). 


车 记 vg, 的 次 为 则 易 验证 M = Via M € M'. 从 而 , MU Ç 
Mt. 

另 一 方面 ， 对 任何 M c M, 设 M € My 使 得 M = VM, 
Wit i 0 < í < m(M). 由 于 M 是 无 环 的 ， 可 知 M 的 根 不 会 是 
重 边 . 又 ， 所 有 降 量 的 边 都 不 会 是 自 环 ， M 更 不 会 是 节点 地 图 0. 
由 M 的 无 环 性 ， 可 知 Me MO” JU, 也 有 CMO, h 

设 地 图 M = (0,7) e MI. 因为 它 的 根 边 a 是 重 边 ， 不 妨 
设 这 个 重 边 中 含有 1 条 边 ， 即 重 数 ,! > 2. 这 时 , EM = Meat 
出 现 1-1 个 自 环 , 也 是 重 边 且 重 数 为 1 一 1 ( 当 ! 2). 由 平面 性 ， 
有 

M = Mi 4- Ma + .+ Mi + Mo, (8.1.6) 


其 中 + $6.1 中 出 现 的 内 1v- mE 运算 . 


aa 8.1.5 + MID = {Me avm € Aa = er(M). 
则 ， 有 
MED = Y MES x Ma, (8.1.7) 
k>1 


其 中 x 为 相应 内 1v- 加 法 的 内 lu- RK, w $6.1 中 所 示 . 
证 为 简便 ， 仍 记 (8.1.7) 式 右 端的 集合 为 AA. 
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对 任何 M c Mi), 因为 M 具有 如 (71.6) LAMB, 
k-i-1219 Mii 二 1,2,…,k, 全 为 内 地 图 ， 而 Mo 则 是 无 环 
的 ， 即 Mo € Mai, ZRA M € MI. 从 而 ， MAD C M. 

另 一 方面 ， 对 任何 M = (X,J) e M', 由 它 有 形 和 如 (8.1.6) A 
使 得 所 有 Mi € Mini = 1,2,----k =1-1, ffl Mo € Ma. 可 
以 假设 M 的 根 节点 为 u, = (So, 54.52, S1, Ti, Ta, «++, T4, To) 
使 得 (5,7), S, # 0,T, # Wi = 1,2, k 29 M. BRL 令 
M = (4,9) 为 将 v, BAH op 和 ope 并 添加 边 KF 而 得 的 地 图 ， 
BI $ = 2 + KF, MF HELA u = (F, Ti, Tas, Tk, To) 和 
vg = (or, So, 84,---,93, 81) 处 与 7 RA. ARR, Ries = 
e( M) = Kr 是 个 重 数 为 8+1 的 重 边 , k > 1, 由 于 Mi Ms, M. 
中 的 仅 有 的 自 环 , 在 M 中 变 为 的 重 边 ， 从 它们 的 近 无 环 性 以 及 
Mo 的 无 环 性 ， 可 知 M 是 无 环 的 ， 而 & 是 重 数 不 小 于 2 的 重 边 . 
RMR, Me MOD. 从 而 ， 也 有 M C MoD, 4 


对 于 两 个 地 图 Mi = (05,71) fl M; = (255,72), $ aí = Kri = 
(Ur Var) HET v,, = (ri, Si) 和 var, = (agri, Tih RP i= 1,2. 将 
把 ai 与 az 合 而 为 一 的 地 图 M = (¥,7), BY = (X, — Kri) + 
(4% — Kra) + Kr 和 J AX 1E — S v = (r1, Si,S2) 和 vp = 
(afr, Ty, TA) 处 与 A 和 Ja Aj, 称 为 Mi 和 Mz 的 内 1e- 和 ,并 
记 M = MAM, 其 中 的 运算 为 内 le- 加 法 . 对 两 个 地 图 集 Mi 
和 Ma, 合成 集 


M45) Mta = (Mi Mav Mi € Mı, YM € Ma} (8.1.8) 


BRA 内 le- de 其 中 的 运算 为 内 le- dk. 因为 内 le MAA 
le- 积 全 是 结合 的 ， 可 以 写 为 


k k—1 k 
DM = SMD Ms = MB DM (8.1.9) 


f=1 t=1 i=2 
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RA kx M, 34 M. = M =- =M= M, 
k k 
ID: = Mos [Ds (8.1.10) 
i=1 i=2 

或 M5, 34 Mi = Mo=---=M,=M. 


引 理 8.16 对 MEP, 有 


H in x 
Ma = Mi & $5 MS 
k>1 


m=- 5 (v.Mi 1<i<m(M)- 1), (8.1.11) 
MEMiy 


其 中 m(M) 为 M 的 根 节点 次 . 


证 为 简便 , 还 是 用 AMT RA (8.1.11) 式 的 第 一 个 式 子 右 端的 
集合 . 
对 任何 M € At, 因为 存在 一 个 整数 上 > 1, 使 得 
M = Mot (M+ 2M.) 


e) 


其 中 Mo c MEP., 所 有 Mi,i = 1,2, , ks, 均 无 环 、 而 且 根 边 为 2 
重 边 ， 形 成 它们 每 个 的 根 面 边界 .根据 内 le- 和 的 原理 ， 可 知 M 
也 是 无 环 的 ， 而 且 根 边 为 一 个 因 +I 重 边 ，k > 1 然 ， 这 就 意味 ， 
Me M, 从 而 ，A c AD, 

反之 ， 容 易 检验 ， MIP C d, ü 


根据 上 面 的 引 理 ， 可 以 分 别 导 出 AMO MD 和 M RF 
Ma Han F H eK gal = gui(z, y), 


gu= Y 1 £2700y800 (8.1.12) 
MEM 
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中 的 部 分 gu gu 和 onc 其 中 mM) 为 M 的 根 节 点 次 和 n(M) = 
(m (M), n(M),-.-) 为 M 的 PRMD 6 E, 即 mi(M) 2 M mi 
次 的 非 根 节 点 数 ， ioL 

首先 ， 和 确定 gr = aly). BH MD 中 仅 含 节点 地 图 0, B 
m(9) = 0 Al n($) = 0, WA 


m= 1. (8.1.13) 
基于 引 理 8.1.4, 有 
m(M) 
gr = >` > gm ancien] yn 
MEM,, \ i=0 i 


miM) 
_ f Y | Yo emay | aoo 
V MEM, X i-o B (8.1.14) 


m(M}-+1 _ miM) 

z 

= f zy y) EL 97777 aa 
y 


MEM), ty 


== Í V6. (20m). 


其 中 ， ga = galz y) 和 654 为 (z g)- BARS. 
由 引 理 8.1.6, 为 了 确定 on, 必须 先知 道 gin = gin(z,y). MR, 
LIE 8.1.1, 即 可 得 
Jin = 27 901, (8.1.15) 


其 中 2? 是 考 虚 到 根 边 ( 自 环 ) 在 根 节点 次 中 之 贡献 ， 
进而 ， 由 引 理 8.1.6 和 (8.1.14) 式 ， 有 


eu-2 f (ee > (a) 


=r f Yz y (4921) Ain 
y l1- Ain , 


(8.1.16) 
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其 中 注意 到 ,在 (8.1.11) AF, M 的 根 边 在 其 两 端的 次 中 没有 作 
H. X, 


m(M)—1 
1 ， 
. = — m(M)-—iT1, 441 n( M) 
Am 2. [ > = y^ Jy 


V Meg, \ ici 
- 1 yo M) — z2ym(M)+1 aon 
= z, Mi, s 


其 中 的 gin = gin(z) = gia (z, y). 再 由 (8.1.15) 式 ， 
= 0, y (23941). (8.1.17) 
将 (8.1.17) 式 代 入 (8.1.16) st, M (1.6.9) 式 ， 即 可 得 


83 ,(22gm) 
gm = / I a. (299) (8.1.18) 


定理 8.1.1 TEXTAR g= o(z.y).y = (wiv), 的 方 


1 
o= | aaa (81119) 
É P £ £ É + F g= g(z,1), EAR L{R 2, y}, R ABR, 
上 是 适 定 的 ， 而 且 ，g = gm 如 (8.1.12) 式 给 出 ， 是 它 的 这 个 解 . 


证 前 一 个 结论 可 以 如 常 证 明 . 这 里 ， 只 证 后 一 结论 . 
由 于 ga = gr + gur + gx, 从 (8.1.14) 式 ，(8.1.17) 式 和 (8.1.18) 
式 ， 有 


82 (229) 
nl = 1 ó; I asoa) 
Gal + :f+ (2901) «f 1 — Ow,y(z29m) 
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Hy (1.6.9), 


=1+ / (ac) + Pestle Bat) ) 


s vU gal) 

à, 28s gm) _ n1) 

z1 
+ [iS 1— 8, a (2793) 


这 就 是 (8.1.19) K. h 


虽然 方程 (8.1.19) 式 还 未 确定 出 解 的 显 式 ， 如 果 考 虑 Mut 
依 两 个 参数 的 计数 函数 ha 一 haz, y). 


hy = y ayn) Agi (8.1.20) 
MEM, 


其 中 mM) 和 n(OM) 分别 为 M 的 根 节 点 次 与 边 数 ， 则 可 以 导出 
依 度 ( 边 数 ) 计数 的 一 个 十 分 简单 的 公式 . 


引 理 8.1.7 F WB XT h-h(ry) 的 方程 
z2yh2 + (1 — z — zyh*)h — (1 — z) = 0, (8.1.21) 
其 中 加 Shy), ERRE CIR: z y), R X ER, LEZER. 
mH, 它 的 解 就 是 h = An; 如 (8.1.20) X5. 


it 仍 仅 证 后 一 结论 ， 因 为 前 者 可 以 常 法 导出 ， 

首先 ， 容 易 看 出 MY 赋予 ha 的 部 分 hr = 1， 因 为 ha = 
hi 十 hu + hu, 其 中 har 和 Am 分别 为 MED 和 MED 在 hu 中 所 
占 的 部 分 . 下面 就 看 一 看 hn hm 的 形式 . "— 8.1.4 可 知 ， 


m{M) 
- E (Ene 


MEM, \ i-0 
= Ya 1—a47UMMY aM) (8.1.22) 
- v| ——) 

MEM,) 


2g (hi — tho) 


l-z , 
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其 中 hz = ha(l,y), B| Mm 依 度 的 计数 函数 . 
为 确定 hur 需要 导出 Min HAT RR ga. 由 引 理 8.1.1, 
有 
hin = 22yhal. (8.1.23) 


这 样 ， REJA 8.1.6, f 
h 一 5 ' (Dia) 3 


1-z zi 
Din = soe 
l-z 
MEMin 

_ zh, 一 hin 

— leg 
由 (8.1.23) 5t, 

_ syhy- z’yha 

本 l-z ° 
从 而 ， 可 得 


wy hs! 一 hpi) ayh?, — z yha 
iz  1-g- (ryhy — z yha) 

Ph eh) 

 (1— z)(1 — z — zy(ht, — #ha)) ` 


综 上 所 述 ， 由 (8.1.13) 式 ， (8.1.22) 式 和 (8.1.24) 式 ， 就 有 


(1 — z)(h*, — zhan) 
这 -21-—-2z— "TUS — aha) 


Arm = 
(8.1.24) 


ha = 1+ 一 一 


经 过 简化 ， 即 可 得 它 就 是 (8.1.21) 式 ， h 


按照 86.4 中 解 方程 (6.4.11) 式 所 用 的 方法 ， 不 难 求 得 下 面 的 
参数 表示 


y =š a h* = £?(2 — £). (8.1.25) 
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定理 8.1.2 JL n 3 S 2 L £ F| f 9 5 X S£? BK 


HA 
6(4n + 1)! 


Hy(n) = (Bn + 3)in! (8.1.26) 


* z > 0. 
证 fE (8.1.25) ANERE, 利用 推论 152,8 


8 = Le A (esa - x)| E 


Us 1)! _ iis) 
(3n--2) (38n+3)! 
1 (4n + 1) 


= ai Gna? 9 


将 括号 中 两 项 合并 之 后 ， 所 得 Hula) = ajha 就 是 (8.1.26) 式 ， h 


相应 地 ， 从 (8.1.26) 式 ， 具 有 给 定 度 的 带 根 近 无 环 ， 内 平面 地 
图 等 的 数目 也 可 以 随 之 而 确定 ， 这 些 均 可 查阅 [Liul5], [Liu]. 


88.2 无 环 Euler 地 图 
4 Mug 为 所 有 带 根 无 环 Buler 平面 地 图 的 集合 . 对 任何 MM € 
Mag, $ 2m(M) 为 M 的 根 节点 的 次 和 
n(M) = (na( M), n4(M),- , 小 


其 中 na (M) AM H 2 KAN Y X SK H. io 1. 
首先 ， 要 看 一 看 Mus 的 节点 剂 分 计数 西数 


te= ` gam) ya( M), (8.2.1) 
M€MagARE . 


其 中 y= (92,94; "t 27 手足 什么 样 的 方程 
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如 $8.1 中 所 提 到 的 , 一 个 内 Euler 地 图 就 是 这 样 的 带 概 Euler 
地 图 使 它 还 是 内 地 图 ， 即 上 只 有 根 边 为 自 环 ， 而 且 它 本 身 形成 了 视 
面 的 边界 . 


引 理 8.2.1 + MP 为 所 有 内 Euler 地 图 的 集合 ， 则 ， 有 
Min) = Ma; (8.2.2) 
X MÍO = (M —a|VM € MIP). 这 里 a= Kr X M WH. 
证 555138 8.1.) 相仿 地 ， 只 要 注意 到 Euler 性 即 足 . t 


一 个 带 根 Euler 平面 地 图 ， 如 果 除 了 根 边 为 自 环 外 不 向 有 自 
环 ， 则 称 之 为 近 无 环 Euler 地 图 . 


313g 8.2.2 + Maz 为 所 有 近 无 环 Euler 地 图 的 集合 ， 则 有 
Mae = Mar OMP (8.2.3) 
其 中 OH lu- OE 5 S21 ILE 
证 与 引 理 8.1.2 的 证 明 相 优 ， 只 要 注意 到 Euler AR. b 
将 Mar 分 为 三 类 ， AAU = 5, 即 节 点 地 图 . MoD = 
{MIVM € Mug — 2, e (M) PERA) MOD 为 Mam FRO 
和 MGR 以 外 的 地 图 组 成 ， 即 AED = CMIVM € Mam, e (M) 为 
重 边 }. 从 而 ， 有 
Mug = MO, + M + MED, (8.2.4) 
SIN 8.2.3 4 MM) = {M ealVM € MY a = e(M) X 
M WW. N.N 


Mei) = Mug = 9. (8.2.5) 
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证 注意 到 杆 地 图 Lo = (Kr,(r)XGBr)) 不 是 Euler WM, B 
RH, RAZOR M = Lo, 才能 M «a = 0. 引 理 8.1.3 的 证 
明 过 程 同样 可 适 于 这 里 ， 只 要 考虑 到 Euler (EBD. ü 


同样 地 ， 利 用 58. 中 引进 的 算 子 Vi 以 便 由 Mae 一 眼中 的 地 
图 产生 MÜD 中 的 地 图 . 


引 理 8.2.4 对 于 MOD 有 


AD = x` [Vsa Ml Osis m(M) 一 1), (8.2.6) 
MEM -9 


其 中 mM) 为 M WARS KX. 


证 HEA M —(X,P)e MË, 4 M = Men,a = Kr 4 M 
的 根 边 ， 由 引 理 8.2.3, M = (4, P) € Mug — 9. iz a = (p,q), X 
中 p= (r,S) = w fü q = (afr,T) = ugr- W, r(M) =F = Pofr, 
AP 仅 在 它 的 根 节 点 vr = 6 = (T,S) 处 与 PH. 因为 MX 
Euler 的 ，S 和 全 均 含 有 奇数 条 过 . BT 26814, R| S 必 合 
2m(M)--2— (2i--1) = 2m(M) = 2i+1 条 边 . 这 就 是 M = Vai M. 
从 而 ， M X (8.2.6) 式 右 端 集合 的 一 个 元 素 - 

反之 ， 对 M 为 (8.2.6) 式 右 端的 一 个 元 素 ， 令 M = Vsi M, 
WP M € AA. RUE ¿0 <í < m(M) - 1. EP, mM) 29 M 
根 节点 次 . 因为 (Gi +1)+1 = %+2 为 对 与 根 边 关联 的 非 根 节点 
的 次 ， M 的 根 节 点 次 为 2m(M) + 2 — (2i 2) = 2m(M) - 2i. IN 
为 这 两 个 节点 的 次 为 偶数 ,由 M 的 Euler 性 , 可 知 M 也 是 Euler 
的 ， 进 而 ， 由 M 的 无 环 性 ， M 也 不 会 有 重 边 ， 自 然 ， 它 的 根 边 
不 会 是 重 边 ， 这 就 意味 ， M € MO, 即 (8.2.6) 式 左 端 集合 的 一 
PIER. 4 


借助 内 iv- 和 与 内 lw- 积 ， 如 58. HER, ACU ES 
和 Mam PAM, Bo MER = (M ealVM € MOD}, 其 中 
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a = e (M) 为 M 的 根 边 ， 
sg 8.2.6 对 Mi 有 
4 
Map = Mas x D> MD, (8.2.7) 
k>1 


其 中 x, AA -x 为 如 (8.1.7) 式 所 示 之 运算 ， 玉 为 根 节点 处 自 环 
的 数目 和 十 表示 Mi,0 < š < k, HEYAH P. WE B) 36 2 kk ERA 
的 透 应 性 条 件 . 


证 对 任何 M = (X,J) € MOD, 记 它 的 根 节点 为 w = 
a= (r, To, aly, ttt „afl, Ti, Sisk- Sk, lk, So) (8.2.8) 


使 得 mi = IER = O(mod 2). 令 M; = (A4, Ji), i-0,.,... ,E, 25 
为 由 根 节 点 


o0 = (r, To, So), 01 = (efl, Ti, 51,01), ttg 
Ok = (oli, TX, Sks Ix) (8.2.9) 


在 M 上 扩充 而 得 的 子 地 图 ， 即 X = X, + beo + de Z, 
仅 在 o; 处 与 7 RA, (= 0,1,…,k. 由 MÉ Euler 性 ,可见 M: 
的 根 节 点 oni = 0,1, k, EXCHDUBIEL. KM, A Mi,i = 
0,1,---,k, 全 是 Euler 的 ， 又， 因为 Kh, i=1,2,---,k, 全 是 自 环 ， 
可 知 M; e MID, 1 <í < E, fll Mo € Mug. (AX roer 不 是 自 
环 |) 这 就 是 说 ， 有 


M = Mi + My ++ d Meo Mo 
= Mo .十 ad +: M, +: t Mk. 


Aij, M 为 (82.7) REWL- LE. 
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RZ, W M = (X,7) 为 (8.2.7) 式 右 端 之 一 元 素 ,， w M = 
Mo ` +M, +- Ma o My 其 中 M; = (X, J) € MP, i = 
1,2,-:,k 和 Mo € Mon. Mi, DUH M 的 根 节点 得 地 
M = (X, J) RA X = Y - Ke B J' RH p= wy 和 
q = vgn 处 与 了 不同. 这 里 ， p = (rS, S. lu So) 和 
q = (afr’,r, To, ablik, Th- GB, Ty) 使 得 T,S,0 < í < k, tm 
(8.2.9) 式 所 示 分 别 定 Ma 0 < í < k, 的 根 节点 . 但 注意 M,- MS 
要 满足 AERA M 的 节点 中 可 以 适当 地 选择 工 和 S, 使 得 
pH aq 的 次 均 为 偶数 ，0 < ick. 由 Mi,0 < š < k, ËJ Euer 性 和 
p 与 4 的 次 均 为 偶数 ， 可 知 M'c MOD 从而， M dX (8.2.7) 
式 左 端 集合 中 之 一 元 素 ， 


还 必须 将 AUD 划分 为 二 个 部 分 ， M4 和 Ma 使 得 Ms = 
(MIVM € MOD, Kl, 在 根 面 边界 上 ), 其 中 Kir 的 音义 与 (8.2.8) 
式 中 的 相应 ， 或 称 M 的 根 边 所 在 的 重 边 中 的 $ kit, 根 边 为 第 
0 2. 由 于 

MoD = Ma + Mg, (8.2.10) 


npn Ma 的 意义 ， 即 ADD 中 所 有 那些 根 边 所 在 的 重 边 中 ， 除 a 
外 ， 再 没有 在 根 面 上 的 地 图 组 成 . 

为 了 分 解 Ma, 由 引 理 6.1.1, 需要 引进 一 类 非 Euler 地 图 M = 
(X,P), 称 为 桥 地 图 ,其 根 边 Kr = (p,q) 为 割 边 ， 使 得 分 别 以 
(Par, T) 和 (Pr, S) 为 根 节点 的 扩张 子 地 图 ， 均 为 无 环 Buler 地 
图 . 这 里 ，p = (r,Pr,S) #ll q = (afr, PaBr T) 分 别 为 M 的 根 节 
点 和 与 根 边 关联 的 非 根 节点 . 

容易 验证 ， 若 At 为 所 有 桥 地 图 的 集合 ， 则 有 


M = Mug (Lo) O Mu. (8.2.11) 


其 中 Lo = (Kr, (r)(a8r)) 为 杆 地 图 . 
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4 Ik = [1,2,:--,k]. 对 任何 R c Hh 和 地 图 My, M2, Mk, 
ja 
[V, i M;|0 << m(M;) — 1), 3 € B; 


Ma(M;) = Í {VaiM,|1 < à < m(M;) - 1), 否则 . (232) 


318 8.2.6 对 Ma, # 


k 
Mg = > > M(x IDA. 


k21 RGI, j=l 
[Rj=2 41 
osis i 5r) 

A = Š  Ma(Mj). (8.2.13) 
Meme) 


证 用 与 引 理 8.2.5 的 证 明 相仿 的 过 程 ,但 要 注意 M 为 非 
Euler 地 图 的 集合 ， 和 如 (8.2.12) 式 所 示 的 奇偶 性 . ü 


为 了 分 解 Ma 也 需 引进 另 一 类 非 Euler 地 图 ， 它们 的 根 边 均 
非 制 边 ， 除 根 边 两 端 为 闸 次 外 ， 其 他 所 有 节点 的 次 均 为 个 数 . 这 
样 的 非 Buler 无 环 且 根 边 不 在 某 重 边 内 的 平面 地 图 被 称 为 通道 地 
A.M 为 所 有 通道 地 图 的 集合 ， 间 容易 看 出 ， 


“= y [vs O<i< m(M)) — M. (8.2.14) 
MEME 


其 理由 与 引 理 8.2.4 的 证 明 相仿 . 
引 理 8.2.7 对 Ma, 有 
Ma = Mev + Mods (8.2.15) 
其 中 


k>1 RE j=l 
LEENE EI 
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Ma=) M M(x by. (8.2.16) 


k21 RC j=1 


os1&| Ez | 
这 里 的 AAY 5 (8214) 式 中 的 一 致 . 
证 与 引 理 8.2.6 的 证 明 相 念 . b 
下 面 分 别 求 MO, MOD MME 在 (8.2.1) 式 给 出 的 函数 
fug 中 所 占 的 部 分 ， Ai fu 和 fn. AR, AF MÜLRSSA 
地 图 ， 有 
Fay = Tam, (z.y) = 1. (8.2.17) 


4 z = z2, 则 
fue = fag( Vz) = fas, ig (V2. y). (8.2.18) 
根据 8.24, fn = f, Aure 其 中 


m(M)-1 
Agr = > yn) > git 2m(M)— 2; 
MEMin—0 j=0 
gM) 一 (M) 
= ary AN y 
MEMar—0 


yao 


gi — 


= z y sa yr (faz — 1) 
= L'y iza ya fae. 


tH (1.6.9) 式 ， 有 Au = Ori (z fug). 这 就 导致 


fu = J Blne). (8.2.19) 


为 确定 fun 必须 先 看 一 看 Ma 与 Ma HAM fa 和 fs. 
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首先 ， 由 (82.14) 式 ， 可 见 fapa = 了 zyDS 其 中 


mM) 
Di, = > 200 X g” y ™{M)-2i 
MEM nE 7 1=0 
= atm? omo Ru) 
MéMug m4 ~ 1⁄2 = 
= 6,2 uz (2 fou). 
Mi, A 
fo a mt f Yz? y2 (z fug]. (8.2.20) 
v 


ld fev = fma M foa = fates 分 别 为 Mey 和 Moa 的 相应 计数 
函数 ， 或 者 说 赋予 fA 中 的 部 分 . 由 (8.2.16) 式 的 第 二 式 ，(8.2.13) 
x, (8.2.18) 式 与 (8.2.20) 式 ， 有 


fsa + fa = z f uó; a (zfag) >, (8.2.21) 
¥ a 


其 中 


' AMT AE, 
k>1 l=0 2 +1 


m(M)—1 
A, = Y yan Y ql Pm Od) 261 
mem® =a 


= 382.uz fin, 
n(M)-1 
A; = y y2(M) Y gi mU -2 
Mew i=l 
= 0,2 ya fin- 
由 于 Ea 中 关于 上 的 那个 有 限 和 为 
2 


* 
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就 有 
1 
Em 


其 中 


6,2 afin + 216; y2 fin 
= k — _ Oat yr Tin t TU Mtm 
> 一 > (A; + Ai) 工 一 Oa y? fin 一 ZyÓ, 2 y fin 


82 ya fin — £yÓz2 y3 fin 
= 一 k = _ (ea Jm — Yoa yadin 
> 一 > (A2 A.) 1 — 0,2 y? fin + gyÓ,a yz fin 


由 此 ， 即 可 得 


再 考虑 到 fin = z^ fam, 
a^ y^, a (z fa) — 92, (faim) = x y esu (zfam) (8-2-22) 
Xu 


Ty y (zf alE) 
Y= rus G appe C 


由 (82.21) 式 与 (8.2.23) 式 ， 以 及 (1.6.9) X, RA 


622, a(z faz) Oza 42 (22 fag) 
foa + fp = Í 1— 25,5 (zfuz) — z226;2 a (2f) 


MUS, H (8.2.16) 式 的 第 一 式 ， (8.2.17) 式 和 (8.2.19) <, 
fev = f 8,» (fae) Y. (8.2.25) 
v 8 


(8.2.24) 


其 中 
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而 且 A, 和 As 与 并。 中 的 意义 相同 . 但 这 时 , 在 部 s 中 的 对 D 的 
那个 有 限 和 为 
(Aa + A1)! + (As — A* 
2 4 


RA 
rix 


其 中 >, RL L. E. 从而， 相仿 地 ， 有 


>  1— 2052 90(2 fare) — Vor a (zf ae) (8226) 
H (8.2.23) 式 和 (8.2.26) 式 ， 即 得 fov = 
y 1 — 20,2 ya (z fug) — 2293622 a (z fe) 


定理 82.3 关于 函数 了 = 二 fley)y = Gaya), HEB 
# 
E 工 一 Oa y? (z faig) 

f- f 1-Wayhm) vba G 829 
DIETAS 8 2 Fi f = f( Vz) = f(V¥2,y) XE S C{Rz,y}, R 
的 整数 环 ， 上 是 适 定 的 . 而 且 ， 这 个 解 为 f= fas, (8.2.1) AA 
=. 


ix 的 前 一 个 结论 可 如 常 地 递 推 得 到 ， 这 里 还 是 仅 证 后 一 个 
结论 . 

M (8.2.4) AF (8.2.10) 式 ， 可 知 fom = f + fu + fa + fe- 
H (8.2.15) 式 ， 有 fug = fr + fu fav + fca + fa. fk (8.2.17) XX, 
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(8.2.19) XX, (8.2.27) 式 和 (8.2.24) 式 ， 即 得 fas = 


1+ f 8,2 a (z fam) 
Y 


8s fare) (Bon (zfin) + a a a (zf he)) 
* / 1 — 28,2 ja (z fam) 一 22825 a (z fA.) 
+ f za yo (z fatE)B;a y (2° faig) 
y 1 — 20:2 yi (2 fug) — 2226; ua (2 fA) 


可 以 验证 ， 前 二 个 带 泛 函 的 项 之 和 为 


(8.2.29) 


f 8a? (z fne} (1 一 Oa ua (zfag)) 


1— 28, p (zfug) — 229262 (2f Ag) (8.2.30) 


由 于 有 恒等式 
dza a (2fa8)8;a ya (22 fom) — 022 a (z fam) = a y ao a (2° fam”), 


(8.2.29) A fJ a — 1 iZ RR AG (8.2.30) 式 之 和 , BL (8.2.28) 
A ABT iz BAT. KAT, far 满足 方程 (8.2.28) zÇ. h 


$8.3 一 般 简单 地 图 


一 个 地 图 称 为 是 简单 的 , 如 果 它 的 基准 图 ， 既 无 自 环 又 无 重 
边 . 了 世 可 以 说 ,简单 地 图 就 是 无 重 边 的 无 环 地 图 . $ Mam 为 所 有 
简单 地 图 的 集合 . 规定 节点 地 图 只 也 是 简单 地 图 . 对 于 M € Man 
4 m(M) 为 M 的 根 面 次 和 mitM) At ARR, i2 1. 
注意 这 里 的 m(M) 和 z (M) 与 前 面 常 各 到 的 不 同 - 

本 节 所 关心 的 是 关于 Min HAD RR 


faim = Y am M} yalm), (8.3.1) 
ME MMaim 


68.3 一 般 简 单 地 图 257 


其 中 n(M) = (mi (M), n2( M), -- 小 Bl M 的 RAAE. 将 Maim 
划分 成 三 类 ， Maim; t = = 1, 2,3, 即 


3 
Maim = Y Maim (8.3.2) 
i-i 


其 中 ， Maim, = 9, 即 节点 地 图 . Masima = (M|]VM € Maim: 0 为 
89/35 }- 与 前 面 一 样 ， a= er(M) 总 设 它 为 M 的 根 边 ， 自然 ， 
Mains 就 是 由 所 有 那些 根 边 在 其 图 上 的 简单 地 图 组 成 . 


引 理 8.8.1 4 Mim) = IM -a| VM € Mam) ,0 = Kr X 
M hia. Ri, A 


Misima = Meim X Main, (8.3.3) 


其 中 x k 2] 0 6 + t $ 9. 


证 对 任何 M = (%,7) € M iima: jid M' = (a^, 7") € 
Meim, 使 得 M = M' — a!,a!' = e,(M") = Kr'. BA a! 21 M' 
A., MAME v = (ofr, (2 abr’) 和 


v, = (r^ MT) 


ARPA, MBE J= (0,8,2') NERA V. 下 可 迁 狂 的 原则 ， 
可 扩充 为 二 个 子 地 图 ， 记 为 Mi = (30,4) 和 Ma = (Ax, h) 使 得 
A AX = 0. 自然 ， 除 它们 的 根 节 点 外 ， 其 他 节点 均 与 M' 相同 . 
X, w, 与 ws ZA, EVs PRA, OM = M) +M. H M' 
的 简单 性 ， 可 知 M; € Msim. 这 就 意味 ， M € Maim X Mam. 
RZ, WEA M; = (XL) € Mem, š = 1,2, 使 得 = 
Mi + M, € Man X Mam, 可 以 造 一 个 地 图 M = (w', 75), 使 得 
X! X, X EE! WS’ 公 在 二 节点 vo = (ru Ari n) 
和 vgr = (apr, ra, Dora. Ju ora) AS AM A CRI. BA, 
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d = Kr! 是 M' 的 一 个 割 边 ,由 Mi, i = 1,2, 的 简单 性 ， 可 知 
Me Misima t 


BM = (2,7) 是 一 个 平面 地 图 ， 念 AM) = (X A) 为 在 
M 的 根 面 上 ， 从 根 节点 vU 0 节点 , 到 第 TR zai 连 一 
条 边 而 得 到 的 地 图 . 即 ， A = X + Kr J: DEL fn = 
(ri (TopB)'r,.…, (Japy r) 和 


far; = (agri T, (了 ap)m (Zofy-!r) 


处 与 J Th. AR, 只 有 i= 0,1,---,m(M) TES In] ES (ve, 
U Ze): ) 的 方式 . 并 且 ， 称 A;(M) 为 地 图 M 的 第 i AE. T 8 H5, 
TE $8.1 H 6958 i MERE V (M) 也 可 视 为 对 偶 第 ¿ EE. 记 


M= Y {AM0 is ma. (8.3.4) 
MEMaim 
BABU, Mas C M, 但 Mam Z M. A Mir = (MIVM € M, 
有 自 环 Y), 和 My = (MVM < M, 有 重 边 }. H Mr CM, 任何 
M € M, 只 能 有 一 个 自 环 ， 而 且 它 就 是 M 的 根 边 . H My CM, 
任何 M c My 只 能 有 一 个 重 边 ， 而 且 它 必 舍 M 的 根 边 . 


3|: 8.3.2 对 于 Maimss 有 


Mama = M — ML — My. (8.3.5) 


证 对 任何 M = (4,7) € Muims， 因 为 既 无 环 又 无 重 边 , 
# M € Mk. HM g My. AF M BRL a= (ve) 不 
Rh, We M = (XI) = M 一 a € Mam. KP, 
X! = R — Kr 和 J' XXE ve = (Jr, J?r, Jin) 和 wp” = 
(Jabr, J afr, -.-, J afr) 二 节点 处 与 了 BA. 自然 ，” = Jr. 
因为 a 不 为 重 边 , Tee í > 2 48489 (Jog)r = J r, Bl A(M") = M, 
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可 知 M e M. 这 就 是 说 ， M 为 (8.3.5) 式 右 端 集合 中 之 一 个 元 
£. 

反之 ， 对 任何 M € M- Mi- My, $ MI € Min, 使 得 
AM’) = M, 对 某 个 和 0 < í < m(M^). BAM g Mi MME 
My, 有 M € Mas. X, WHER i AMT) RAR OT RE A 
X * M 的 根 边 a 也 不 会 是 割 边 ， 从 而 ， M € Mas 即 ， M 
为 (8.3.5) 式 左 端 集 合 中 之 一 元 壳 ， 4 


51$ 8.3.3 4 Mu; = {M —alvM € Mz}, a = eÍ (M). 5B, 
有 
My = Min) Mim; (8.3.6) 


Xd OR 1c X, w 821 HH. 


证 OME M —(X,J) € May, $ M' = (X, I) € My 使 
得 M' — a' = M, d = e(M'). BA M' € ML M' 的 根 节 点 有 如 
BHA: ur = (r, S, apr, R) HF AH X Kr AT 仅 在 节点 
v. = (5,R) 处 与 7' 不同， 有 M = MiM: 使 得 Mi = (Xs Z, 
¿= L,2, £ = AA + 4; MASA ABER AR w = (S) 与 
vn = (R) 处 不 同 于 J. AM Ba’ 为 自 环 和 外 ， 既 无 重 边 也 无 自 
XR, 可知 M; E Ma t= 1,2. 这 就 意味 ， M € Man O Man. 

RZ, HEH M —(X,) € Min © Mam; W M = M,4+Ma, 
MM 二) € Mim, i 二 1,2. HY X = X, + X> AA 5 SX 
HERTA u, = (1,51), 7 = ri 与 wm = (0,82) RAAF Z, 可 
以 通过 添加 一 条 边 Kr! 得 地 图 M' = (a, 7") 使 得 六 = X + Kr' 
和 .7 仅 在 节点 ve = (ron Sabr ra S) 处 与 J 不 同 自然 ， 
M 的 节点 为 几 = (51,72, 82). 由 于 M € Mam, 可 知 M' € ML. 
X, M= M'-a,BD M € Miu. h 


引 理 8.3.4 4 MUN) = {M —a|VM € My}, a= e, (M). Lp 
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Muy = (Mein ~ 9) D (as, — 5), (8.8:7) 
KH OH le- Gk. Ju 842 中 所 示 ， 
证 PM = (#,J7) € May, W M' € Mx 使 得 


M = (X', 7!) = M! — a, 


a = e(M). BJ, A= X + Kr' $a 7' REHA vr 和 we 处 
与 了 Wh. HT M' € Mn, 这 二 个 节点 必 有 具有 如 下 形式 vp = 
(r'r, 51,6, $4) 和 vee = (6r, Ro, dl, Ri), h ó = oB. AR, M 
的 根 节点 w = (r, 51,1, S2) 和 sat = (l, Ri, Ro). Bl, 7 仅 在 这 二 
个 节点 处 与 7 RE. 这 样 , 就 有 M = M, u Ms, M; = (I, i 
1,2, ER X = A U p, ANH = KL Z, 5 Jo NITET y 
Kov, = (rQ51,D) 和 oa = (01,841) 与 在 二 节点 v, = (53) 和 
Vor, = (l, H5) 处 与 J 不同 .由 于 M' 公有 一 个 重 边 ， 即 由 Kr 
与 Kr E. 而且， Mi 和 M. 均 为 M BJ F y El, S Kr 而 
PA Kr', 可 知 Mi © Mom, š = 1,2. 又 注意 到 ， Mt = 1,2, 中 
都 至 少 有 一 条 边 Kod Mi£Zi—12. AT, M= M Y M, € 
(Mam — 9) @ (Mam — 8) — 

RZ, HET M = (4,7) 为 (83.7) 式 右 端 集合 中 之 一 元 
W. BE) M = M. b Ma, M; = (i Ji) € (Maa — 9), š = 1,2. H 
X = m UQ, A, AX, = Ki = Jr lm rur md oS 
v. F va 和 在 u,, 5 van, 处 与 .7 不 同 . 不 妨 设 wual 和 u... tan, 
有 上 面 的 形式 ， 总 可 以 通过 添加 边 Kr' 而 得 地 图 M = (人 7) 
使 得 X' — X + Kr AS 仅 在 节点 ve 和 og 处 与 了 不 同 ， 自 
然 ， 和 we 也 具有 上 而 提 到 的 形式 . 由 于 Mi € Msim = 1,2, 
可 知 M' BUR —7 E33, RA ad= Kr 与 Ki 组 成 ， 且 无 自 环 . 
Bl, Mie My. X, ER M = M' 一 a, 就 有 M € Mo. h 
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至 此 ， 可 以 分 别 地 去 推算 Mesimi s Maima fü M eima KT (8.3.1) 
式 的 计数 函数 frim 中 的 部 分 A 一 sim, + f2 = Jaina» fs = fum; 
因为 Maima = 8, 和 mv) = 0, nið) = 0, BRA 


fi = fam, = 1. (8.3.8) 
由 引 理 8.3.1, 
fa = fama(z,y) = fi. (8.3.9) 


其 中 27 相应 Maim, 中 地 图 根 边 (BL) 所 提供 给 根 面 次 的 ， 
为 了 确定 him, 要 先 看 一 看 了 = fi Ju = fm M fu = fus. 
根据 (8.3.4) XX, 


m(M) 
f= f > yt) X gitlymiM)- i1 


Y MCM uam í-Ü 
- f ye nn (8.3.10) 
V MEM sim Z 7 
= [utes 
Y 
APE Ps F 09 
Jam = fam(z) = faa (2, 1). (8.3.11) 
由 引 理 8.2.3, 
= m sim ` 8.3.12 
ft = zfam(z) f (vs i (v)) ( ) 
H3I 98 8.2.4, 


fu = (ants) =D Í (fan) — 1) 


= (foim(2) — 1) ( f fas(g) — : | (8.3.13) 
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然后 , 根据 (8.2.10) 式 ，(8.2.12) AM (8.3.13) A, 由 引 理 8.3.2, 
有 
fs = s [iesu - afan f (vaim(y) ) 
一 (fuim 一 D( f fasc 一 1) 
/ (8.3.14) 
= fam — 1+ f (auðs alafin) 


+ (1 一 (1 十 zy) faim) ju 人 


定理 8.3.1 X T Uf f = f(z,y),u = (vocc) AE 


( / (a + zy) f(y) _ 2) f 


= f (rm sie (o). (8.3.15) 


R fF f = f(z) = Fay) EGR C(Riz, y), R 为 整数 环 ， 上 是 
EH. ME, HARRE f= Fam, 如 (83.1) 式 所 示 . 


证 同样 只 证 后 一 个 结论 ， 因 为 前 者 如 常 . 
由 (8.3.8) st, (8.3.9) 式 ， (8.3.14) 和 (8.3.2) 式 ， 有 


faim = 1 + zi. + (fim — 1) + z f snum) 
y 
+ f fas) — (1+ zy) fom): 
uy 
两 边 [5 82 3: faim: 得 
d= z? fi. + f (fw) t zy (2f) 
y 


- tam | (G+ 2st), 
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将 右 端 第 一 和 第 三 项 同 移 到 左 端 ， 提 出 fim, 再 用 它 的 系数 除 两 
端 ， 即 可 得 faim 满足 (8.3.15) X. 4 

4 M € Main. Xi m(M) M n(M) 分 别 表示 M 的 根 面 次 和 非 
根 面 的 数 目 1 则 对 于 计数 函数 haz. y) = 


heim = > wy), (8.3.16) 
MEM am 


Hi Egit 2 R s E. 可 以 确定 Pim; if = 1,2,3, 所 赋予 heim 中 的 
部 分 h. i= 1,2,3. 这 就 是 


hy = 1, hs = 22h2. (8.3.17) 


注意 到 M 的 作用 ， 


A= (一 im， 


1-zr 
其 中 Rim = ein (1, y). AM, 5 Mw 的 作用 ， 
hz = Tyhžimřsim, 


hn = Vim 一 1) (Agim 一 1), 


h 
- (2n + (hts — 2) (8.3.18) 


-r 


2 
- (ES + ayhan + hb - v) haim: 


定理 8.3.2 T E XT h= h(z,y) 的 方程 


2 
212 _ + 中 Ty 
adh? — (1-4 y(h* — 1) + zyh +a 
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二 4 yh* y 1-0, (8.3.19) 
K $ h*—h(1,y), ERR LR zy}, R XXE sr, LEM. 
m H, X MEME h= him 如 (8.3.16) AMR. 


证 同样 只 证 后 一 个 结论 ， 因 为 前 者 如 常 . 
由 {8.3.17-18) 式 和 (8.3.2) 式 ， 有 


hš. 
Asim =1+ wh. + (== + yh ~ D) 


z2 LJ 中 
m (s a + ZYyhsim + Uim m v) heim- 


将 him BIEN, ER] heim 满足 (8.3.19) R- h 
事实 上 , 这 里 的 hin 就 是 fus BR y= ui 2> 1, 时 之 情形 . 
另 一 方面 ， 令 
-1 
Gaim =f fims: 9) = > roM) i) 
z 


M E Man 
其 中 万 ”如 (1.6.11) 式 所 示 和 
(M) = > in M) = 2k(M) — m(M). 

ixi, k(M) 为 M 83538. #2., > 

u= zy l, w= y’, 
就 有 

eim (t^, w) = luvo, ^w) 
= E uyay (yn) 


MeMaim 
Y pM) 5400 (8.3.29) 


M€ Mim 


= YD MyM), 
M€M m 
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这 就 是 Mem 的 依 根 面 次 与 度 的 计数 函数 guim = gum. v). 

由 上 面 提供 的 分 解 原理 , 可 以 确定 gam 所 满足 的 方程 ， 这 时 ， 
从 引 理 8.3.1, 8.3.3, 4 和 (8.3.4) 式 ， 可 分 别 得 到 Maim ML, MN 
和 M 授与 gam 中 的 部 分 ， 


£a = £ yg4 (8.3.21) 
9L = TY Gein Gaim; (8.3.22) 
IN = (giim ~ 1) (grim — 1), (8.3.23) 
其 中 gna = Geim(1,y) 和 
gm = gyfa in, (8.3.24) 


进而 ， 基 于 (8.32224), 引 理 8.3.2, 有 
iim — Zgsim 
1— = 
— (gaim — 1)(Gsim — 1) 


z2y 
= (1 -Tz ~ imn hin ) Boia 


93 = ey( ) 一 VU rim sim 


(8.3.25) 


ZU o 1 
Tic. fim . 


定理 8.3.3 下 面 的 关于 g= g(z,y) 的 方程 
4 
atyg? — (1— 4 + ayg* — 9*)o 


zyg* 
l-z 


+ +g" = 0, (8.3.26) 


KF g= gl, y) HARM LAR, y} 多 为 整数 环 ， 上 是 适 定 的 . 
WH, HARRE g= grim- 


证 仅 证 后 一 个 结论 ， 因 为 前 者 可 如 常 法 证 . 
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首先 , gi = gam, = 1. 由 (8.3.2) 式 ，(8.3.21) 式 和 (8.3.25) 


式 ， 即 可 导出 定理 . 4 
基于 方程 (8.3.26) 式 ， 可 以 求 得 参数 表示 式 
y= — 8), g° = &(2 - £). (8.3.27) 
因为 可 以 验证 ， 


H(u) = T = £t, 
利用 推论 1.5.1, 即 可 得 02 Hy), 和 度 为 n 的 带 根 简单 平面 地 图 
HN H 
Nyim(n) = -8y H (y) 
4 ^7 (1 T 5j" 
nn—-1" (i-r) (8.3.28) 
_ > 4(2n + 1)!(2n ~ i — 4)! 
^ 42 Hn — i — 2)!(2n — i + Lint 


1 
n 
1 


i=0 


Xn, n=£-—-1 fll z > 2. 
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为 简短 ， 本 节 只 讨论 带 根 简单 二 部 地 图 。 当 然 ， 仍 然 是 平面 
的 . 4 Bin 为 所 有 这 种 地 图 的 集合 ， 但 注意 ， 为 方便 要 把 节点 地 
图 乡 鸽 于 其 中 作为 退化 情形 ， 并 将 Bas 划分 为 三 类 ， 


Baim = Bo + B, + Ba, (8.4.1) 


其 中 Bo hd ASA. B, = (M|VM € Bam, M # 92,a = e,(M) 
Wisk ). 由 (8.4.1) 式 ， 自 然 B. = {MYM € Bus, M # v,a = 
e( M) EHBE 1. 
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对 任何 M € Ban, 令 2m(M) 为 M 的 根 面 次 和 n(M) = 
(nga(MD),ne(M),…), na (M) 为 2; 次 非 根 面 的 数目 ， 了 > 2. H 
二 部 性 ， 可 知 n(M) 就 是 M HAS. 
这 里 的 目的 ， 在 于 确定 Bas 的 面前 分 计数 函数 
foim(z,y) = V, zmOnysn dm, (8.4.2) 
MEB,im 
RP n(M) = (r«( M) n«(M),- --), TREN BAB. 
因为 3 既 没 有 边 也 没有 非 根 面 ，2m(MM) M n(0) = 0, Bo RH 
feia 中 的 部 分 
fo = fs, (z, y) = 1. (8.4.3) 


318 8.4.1 4 Bu; = (M - a|VM € Bı}, a = e. (M). WW, # 


Boy = Bim X Bn. (8.4.4) 


证 与 引 理 8.3.1 的 证 明 过 程 相仿 不过， 在 这 里 要 注意 到 二 
ime. | t 


由 引 理 8.4.1, B, MF fom = fomi: y) 中 之 部 分 fa, (2 y) = 
fima) VD PM ypa) 


MB. 
2 
=z gam M) nM) (8.4.5) 
omen) 
= ze 
一 个 地 图 M, FRRIA-TOEUSRASH, WKER ik Fj 


365. 对 于 M = (X, J) € Bam — 9, id Asri (M), > 0, % M 的 
第 i+ 1 ME. HEH, WE M 的 基础 上 ， 通 过 诡 加 一 条 
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W Kroi+1 在 M erus" ZB, EA vm, = (Turr 8) A 
Varzi = (abra (Za) tr, T}, 其 中 Urn = (r, S) 和 


W(7aB]azt+lr = (Jab tr, T) 


分 别 为 M MRAM (Jag) e 关联 的 那个 非 根 节点 。 容 易 
Bit, 当 M € Bu — 0 HH, BA A. (M) € Bam, š > 0, HEL, 
在 As (M) 中 ， 只 有 二 个 面 与 M 不 同 ， 而 且 这 二 个 而 的 次 均 为 
偶数 . 


引 理 8.4.2 + By 为 所 有 带 根 近 简 单 二 部 平面 地 图 的 集合 和 


B= © [axa (D| <i<m(M)- 1}. (8.4.6) 
MEB NEP 
则 ， 有 
E, = B — By. (8.4.7) 


证 对 任何 M = (X, J) € B, BAY CNR a= e,(M) = Kr 
ARI, M' = (XJ = M -aE Bim — 0. HOME, FE 
—~P EER i2 0 使 得 opus = tar, 其 中 on = Tr. 这 就 意味 ， 
M = Ax+1i(M”). HFM ARAH, M € By. Mii, M € S— By. 

另 一 方面 ， 对 任何 M € B— By, 存在 一 个 地 图 M" € Baim — 9 
使 得 M = Ax. i (M'), 对 某 个 整数 0 < í < m(M') — 1. HM’ X 
简单 二 部 平面 地 图 ， 有 M c Ban. 又 由 于 M' 是 一 个 地 图 ， M 的 
根 边 不 可 能 是 制 边 ， 从 而 ，M © Bo. h 


对 于 M = (w, Z) € Bn, 它 的 根 为 r, id 
Ur = (r, R, 5, S) 和 vs, = (afr, L, as, T), (8.4.8) 


即 Kr 5 Ks 形成 那个 二 重 边 . $ M; = (£r A) í = 1,2, 分别 为 由 
fec (r, R) 与 ver, = (agr, T) 和 Un = (s, 8) 5 Ver, = (eBs, L) 
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作为 根 节点 与 根 边 的 非 根 端 , 在 M 上 扩张 成 的 子 地 图. BD, X= 
AL 25 M Jai = 1,2, 仅 在 二 节点 vr 与 vas 处 与 了 不同. 这 
样 ， 可 记 


M = M,+: M3 (8.4.9) 


并 称 之 为 M, 和 M. 的 2v- 和 和 符号 +, 26- 加 法 ， 
对 于 二 个 地 图 集合 M, 和 Ma, 记 


Mix, fa = (Mi M: YM € Mı, YM € Ma} (8.4.10) 


并 称 之 为 M1 和 Mz 的 2v- 积 和 符号 x:, 26- Rik. 
33: 8.4.3 对 By, 有 


By = (Baim — O) x: (Bum — 9), (8.4.11) 


其 中 x: X ERY 2v- x. 


证 因为 任 一 地 图 M € By 具有 (8.4.9) AZER, WT HH 
M 为 (84.11) XH SSK A FZ — E. 

反之 ,对 M = (X, J) € (Bus -2)x: (Bun —9), $ M = Mit: 
M3, Mi, Ms € Bay, — 2. 由 于 Mi # 9, í = 1,2, 它们 的 根 面 的 次 均 
不 小 于 和 4 不 妨 设 ，Mi 的 与 根 边 关联 的 根 端 和 非 根 端 分 别 有 形 式 
Up, = (ri Ri) 和 vae, = (afr, 5i), 1— 1,2. W, M BIRTAR 
边 之 非 根山 分 别 为 (ri, Ri, ra, R2) 与 (afri, Sa, aBra, 51). Æ Mi, 
i—1,2, HREAN EA (n, FA), (ra, F2). WE M 中 只 有 根 面 
(r, Fohr = ri, 和 面 (73, F.) 与 M, 和 M; 的 不 同 ， 且 均 至 少 为 + 
XE. 由 Mi € Bim — D, í = 1,2, 即 可 知 M RA Bia Kr, 和 
Kr Am. il, M c By. 即 ， M 为 (8.4.11) 式 左 端 集合 中 之 
—JXX. h 
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根据 引 理 8.4.3, 有 


fu = YD PM yM) 
MEBN 


-[ > uu) 


Ma€B,im -? 


(8.4.12) 


= (fas - 1) f (fus) - 1) 


其 中 foim(y) = fein (y, Y). 
由 (8.4.6) x, A 


j= y] ,mooysan = f ayAy, 


Mes s 


其 中 


m(M)—1 . . 
Ay = > > y aam 2i yun 


= 2 y6.2,y2 faim( V2). 


这 里 ， da 为 如 (1.6.7) 式 给 出 的 (27, y^)- 差分 ， 将 后 一 式 子 代 
入 前 一 式 子 ， 即 得 


f= f 126; ya foim( V2). (8-4.13) 
y 
由 引 理 8.4.2, 可 得 Ba 在 ftim 中 之 作用 为 


fs = f — fs. 
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再 由 (8.4.12-13) 式 ， 有 
A= (L foim) | (fun) — 1) + | vins fnt) 
= foim — 1 «f (vs o fus (V2) 
y 
Tü- fu) | funt (8.4.14) 
定理 841 AF HK J= f(z,y) 的 方程 
a-nf h+ +f (Pianta) (8.4.15) 
在 级 数 环 Cry] RxXSES, LDRGEW. WH, AMR 
X f = fiim 如 (B.4.2) APR. 
证 H (8.4.1) 3X, 有 foim = fot fit fa. 将 (8.4.3) sÑ, (8.4.5) 
式 和 (8.4.14) 式 代 入 ， 即 得 
fiim = 1 + 2* Bn + foim — 1+ (1 — foim) Í sO) 
Hi 
«f — yo foim(V2)).- 


经 过 简化 ， 可 知 fui MEHE (8.4.15) XX. 4 


TR, HRA y” RUE yil 的 情形 ， 并 且 ， 用 变量 代 换 
z= zy. 这 时 ， frim(a,y) 将 变 为 


fim - JO aim zal ae) (8.4.16) 
MEBim 
其 中 n(M) 为 M 的 度 . 
与 上 面 的 过 程 相仿 地 ， 先 分 别 推 算 Bo, E, 和 E, RB qua 中 
的 部 分 go, gx 和 gs. 
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AR. go 是 不 足 道 的 ， 因 为 m(9) = 0 8 nd) = 0, 有 
go = 1. (8.4.17) 
由 引 理 8.4.1, 得 
i = x^ 298 im (8.4.18) 
由 引 理 8.4.3 和 引 理 8.4.2, 得 
gn = Y qm UM) (M) 
MEBy (8.4.19) 
= (9bim 一 1)(gbim 一 1), 
其 中 opua = ghim (1, z), 和 
š = YT aman sn 


Mes 


m(M)—1 
= zz s x ott | 2200 
MePsim \ š=0 (8.4.20) 


1- g ami M) QM) 
= x? z 
PEST 1-2 
2 
= E Gl, — me), 
其 中 Fim 与 (8.4.19) 式 中 的 意义 相交. 
EA 8.4.2 下 面 的 关于 函数 g=g(X,z), X = z2, HH 
Xzg! 一 (x +s") g+ Gs + 1) g — 0, (8.4.21) 
g* —9(Lz) ERKE C[% X, z], RM ES, EGER SN. 而 
H, ZARE g = gpim, 如 (8.4.16) X BOR. 
证 由 (8.4.1) AM (8.4.7) A, n 


fim = go + 81 + 9 — gw. (8.4.22) 


$8.4 简单 二 部 地 图 2 


将 (8.4.1720) 式 代入 ， 即 得 


ms = 1 + Kage + TS (im ~ (gas — 1) 


— (ghim — 1){gpim — 1)- 
经 过 合并 同类 项 和 化 简 ， 即 可 知 guis 满足 方程 (8.4.21) X. h 
HE (8.4.21) 式 的 判别 式 为 D(z;g") = 


(8.4.23) 


(Xz-(1—X)g* -4AXz(1—- X)(Xzc-1— X)g'. — (84.24) 
ium X = £ AA z 的 级 数 ， 可 以 通过 联 立 方程 
D(6g°,z) = 0, a D gz) = 0, (8.4.25) 
确定 g* 和 z 以 上 作为 参数 的 表示 式 ， 经 过 消去 g” K, MTR 


* _ éz 
?-u-8-«x8-96- JY (8.4.26) 


将 (8.2.28) 式 代入 (8.2.25) 式 的 第 一 个 方程 ， 可 得 


=- oe + A ey (8.4.27) 


RH (8.4.27) 式 代入 (8.4.26) 式 ， 又 可 得 


t 1+ £ Z e 
o = ar: (8.4.28) 
A B = £ — 1, 则 从 (8.4.27) RY (8.2.28) 式 ， 有 
B= (1+ 8)?{1 —0) * 1 — B» + B) (8.4.29) 


18010 ' ""ü-8p ' 


因为 
dg _ 1-38 


was (8.4.30) 
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由 推论 1.5.1, Eli aT An 
8"g" = = (57? - 82?)A(8), (8.4.31) 


Aa (1+ B^(1 — yi 

_ + nmi] ayn- 

M(B) = "n - Bü € By 

不 过 ， 这 里 直接 导出 的 是 一 个 交错 项 和 而 不 是 正 项 和 ， 更 远 未 能 
够 得 到 无 和 式 ， 虽 然 引 进 上 = (1 十 20)/(L +n), 可 得 

emp +t ee? 


y= 
l+n—7 1-4 


可 以 导出 正 项 式 的 显 式 ， 但 g* 的 系数 将 为 二 重 和 ， 


(8.4.32) 


g'-licg-m* 


$8.5 itid 


8.5.1 无 环 地 图 已 经 被 一 些 作者 讨论 ， 诸 如 [Liu15], [Liul7], 
[War] 等 , 从 中 , 可 以 看 到 方程 (8.1.21) 式 ， 对 于 方程 (8.1.21) X, 
其 解 的 更 简单 的 形式 可 在 [BeW3] FEA. ZAA (8.1.25) RRA 
[Liu17]. 


8.5.2. 没有 直接 方法 ， 求 解 方程 (8.1.19) 式 ， 以 得 到 其 解 的 
BH. 不过， 在 [Liu53] 中 ， 可 以 看 到 这 个 方程 的 一 些 应 用 ， 


8.5.3 ”方程 (8.2.28) 式 首 先 见 [Lin55]， 然 ， 看 上 去 还 是 有 些 
Bm. 对 (8.2.1) 式 给 出 的 节点 齐 分 计数 旺 数 ， 是 否 满 足 更 简单 的 
AB? 以及， 对 于 面前 分 将 会 是 怎样 的 ? 有 待 研究 . 


8.5.4 用 确定 方程 (8.2.28} 式 的 分 解 原理 ， 也 可 得 到 带 少 参 
数 的 计数 函数 所 满足 的 方程 已 知 其 中 有 一 个 是 3 次 方程 . 它 的 
解 可 参见 [Liu52]. 是 否 有 二 次 方程 适 于 无 环 Euler 地 图 ， 尚 待 研 
究 . 
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8.5.5 简单 平面 地 图 的 计数 结果 ， 首 见于 [Liul7j， 此 之 后 ， 
[Liui6], 和 [Liu29]， 由 (8.3.15) 式 所 示 的 面前 分 的 方程 ， 可 见于 
[Liu34]. 关于 节点 谢 分 ， 若 利用 这 里 的 分 解 原则 ， 似 不 适 于 导出 较 
简单 的 方程 . 


8.5.6 ”虽然 基于 (8.4.27) 式 和 (8.4.28) 式 , 通过 (8.4.31) M 
(8.4.32) 式 , 直接 导出 的 是 交错 和 之 形式 , 却 可 以 容易 地 将 (8.4.27) 
AA (8.4.28) 式 ， 变 换 为 那些 适 于 数 带 根 一 般 二 部 地 图 交 参 数 才 
达 式 ， 以 求 得 一 个 简单 的 公式 . 有 关 进 一 步 的 结果 , 可 参见 [Liu41] 
4 [Liu61]. 

8.5.7 关于 简单 Euer 地 图 ， 尚 未 发 现任 何 简单 的 计数 公式 . 
有 关 的 方程 ， 可 参见 [CaL2]. 


第 九 章 
一 般 地 图 


$9.1 一 般 平面 地 图 


一 个 地 图 称 为 一 般 的 , WET PRR AMA 
边 . 节点 地 图 考虑 在 内 ,作为 去 化 情形 . Mass 为 所 有 带 根 一 般 
平面 地 图 的 集合 ， 对 任何 M € Mas, & a = e (M) 为 根 边 . 

可 将 Moop 划分 为 三 类 Mapp, Mgep, 和 Meop,- EP 


Maep = Mgepo + Mop, + Mgeps, (9.1.1) 
其 中 Maso, 仅 由 节点 地 图 组 成 ， 和 
Mes, = (MIVM € Mass 0 为 自 环 }. 
由 此 ， 即 可 知 ， 
Meep, = (MIVM € Myep, a 为 杆 }. 
3]H 9.1.2 4 Miep = (M — a|VM € Mep}, 则 有 


M gen), = Men OM gep, (9.1.2) 
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其 中 加 为 82.1 中 所 给 出 的 1o- RH. 


证 对 任何 M = (X,7) € Mage, * M' = (X, I) € 
Mig), EH M = M'- z. BX a! = Kr’ 为 M 的 根 这 ,是 
AM, A M = MiM, KH M; = (Kh) í = 1,2, ¥ = 
ÚX, + A; = X Kr, AM Z DUE M. 和 Ms 的 根 节点 vn = 
(J^r', JT, 7" ar) 和 


ve, = (J'ar, g apr... . 717 ^) 


处 与 J ARR. AA M; € Map š = 1,2, 有 M X (9.1.2) 式 右 端 集 
合 中 之 一 元 素 . 

反之 ,对 任何 M = (4,7) 为 (9.12) SERERE IZ SCR 
记 M = Mi 十 Mz, Mi, M; € Mass. 可 以 通过 在 M 上 添加 一 个 自 
环 Kr! 得 M' = (2, 7!) # X! = X + Ke 和 2 了 ' 公 在 其 根 节点 


to = (rri Auris dí rira, Tatas’ -s Ja ra) 
处 与 7 RH. 其 中 ， r = ri. BU, M = M: — z, a’ = Kw. x, 


注意 到 ， M'e Mas, Hal = Ke HAR, HMC Map,- 从 
而 ， M € Mon: 4 


WF Mep: 因为 根 边 不 是 自 环 ， 可 以 考虑 集合 
AA(sen)a = {M ea|VM € Mysp, Y; 


a = e(M), MR. TE Mass, 中 ， 最 小 的 地 图 就 是 杆 地 图 Lo = 
(Kr,(r)(eBr)) . 这 时 ， Loe Kr = 0, 节点 地 图 . E, 9€ Miya. 
对 任何 M € Mes, 因为 根 边 a 不 是 自 环 , 有 M ea € Mey. RZ, 
对 任何 M € Megep, 总 可 以 通过 先 分 M 的 节点 而 得 M E Mg. 
因为 总 有 M = M' ea E ep, 从而， 有 


M gr), = Mgep- (9.1.3) 
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319.12 对 Mg, 有 


Mes = Y, ÍVaM|o<i<m(M), (9.1.4) 
MEMgep 


其 中 m(M) HM 的 根 节 点 次 和 Vi 为 88.1 POH HF. 


证 对 任何 M = (4,7) € Mep: 因为 根 边 a 不 是 环 ， 不 妨 
令 其 二 端 有 如 下 形式 w = (r, S) M ve. = (afr, T). da M = (&,2) 
为 在 路上 收缩 a 而 得 的 地 图 , BB M = Mea. KH, Y —X—Kr 
和 7 RE M 的 根 节 点 v= (F, JF, o, 700-18) = (T,S) 处 与 
TARR. Hp, S= (Jabr, -J ofr) 和 T= (Im -J r). 
由 (9.1.3) sI, M EM WMA, M = VM, 0< IT|+1 < 
m(M). 这 就 意味 ， M 也 是 (9.1.4) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 . 

反之 ， 对 任何 的 M = (XX, 了 ) 为 (9.1.4) 式 右 端 集 合 中 之 一 元 
素 ， 因 为 存在 一 个 地 图 M = (3,7) € Ma, 和 一 个 整数 i 0 < 
i < m(M), 使 得 M = V,M. 由 于 M 的 根 边 不 可 能 为 自 环 ， 以 及 
M € Map, 可 知 M € AA. h 


基于 上 面 二 个 引 理 ， 可 以 推荐 Mep: t = 0,1,2, Æ Mass 的 
节点 前 分 计数 画 数 
MEMgep 
中 的 贡献 gi, i = 0,1,2. 其中， m(M) AM 的 根 节 点 次 和 n = 
(m (M),na (M), ) (M), í > 1,29 M tF í i asal 
首先 ， 由 于 Men IA 9 AI mC) = 0 n(0) = 


90 = 9gep, = 1. (9.1.6) 


然后 ,由 引 理 9.1.1, 考虑 到 根 边 为 自 环 , 它 在 根 节点 次 中 占 2, 
就 有 
m = 2792. (9.1.7) 
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. 进而 ， 由 引 理 9.1.2, 有 


m(Af)+1 
gos = y > viy™(M)-it2 yan 


U MCMgep i=1 
ya M H2. gy M. )+2 


hE zy 


== | (wieso). 


其 中 ggep = gseo(2) = gxep (z, Y). 
定理 9.1.1 下 面 的 关系 函数 了 二 f(z,y) 的 方程 


falte fre / (ws (zp), (9.1.9) 


yin (9.1.8) 


XP 8 TW f = f(z) = f(z,y), £ B S £ CIR; g), RA ERR, 
上 是 适 定 的 . 而且， 它 的 这 个 解 为 了 二 gp, 由 (9.1.5) 式 给 出 ， 


证 前 一 个 结论 可 用 常 法 得 到 . 而 后 有 一 个 结论 , 则 由 (9.1.1) 


和 (9.1.6-8) 式 ， 直 接 导出 geep 满足 方程 (9.1.9) 式 . h 
上 上 面 提供 的 分 解 原理 ， 还 可 用 来 确定 计数 函数 
fap = J Pp, (9.1.10) 
MEMgep 


RH, m(M) 和 n(M) 分 别 为 M 的 根 节 点 次 和 度 (3435). 用 f, 
RA Megep; 在 few 中 之 贡献 i= 0,1,2. 
HF ó RA, n(2)—0. 自然 m(9) = 0, 有 


fo = 1. (9.1.11) 


根据 引 理 9.1.1, 考虑 到 根 边 ( 自 环 ) 在 度 中 占 1 和 在 根 节 点 次 中 占 
2, 有 
fi =x" y fn: (9.1.12) 
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进而 ， 由 引 理 9.1.2, 考虑 到 根 边 (不 是 自 环 ) 在 度 中 和 在 根 节点 次 


中 均 占 1, 有 
W s 
few Y p l[ Y et} on 
M€Mgep š=1 
MEM 19 
M€Mgep 1-2 


X fho = Jelly). 它 就 是 计数 函数 
he | = Y (M), (9.1.14) 


仅 以 度 作 为 参数 ， 
589 9.1.3 下 面 的 关于 血 数 f= fiy 的 方程 


z^y(1— z)f? — (1 — z + z^y)f 
4zyf* + (1-2) =0, (9.1.15) 


其中 f* 二 fly) ERAR CIR: z y), K HMR, LAS. 
WR, UHGAMEXUE f= fap, 由 (9.1.10) 式 给 出 . 


证 同样 ， 只 证 后 一 结论 ， 因 为 前 者 可 如 常 得 到 ， 事 实 上 , 由 
(9.1.1) 式 和 (9.1.11-13) 式 ， 通 过 合并 同类 项 和 化 简 ， 即 可 知 feep 
满足 方程 (9.1.15) 式 . 


方程 (9.1.15) 式 的 判别 式 ， 用 Devy) 表示 ， 为 
D(x, y) = (z?y — z+ 1)? — 4(z - 1)z!y(z - 1 — zuf*) 


=1-—2=- (1 — 2g)? + (y? +2y 
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-H(y))z? + E(g)z, (9.1.16) 
AP H(y) = E #l 
H = Ay! f* + — Ay. (9.1.17) 
假设 Dixy) 具有 如 下 的 形式 ， 


D(z, y) = (1 — 0z)2(1 + az + bz?) 
—1- (20 — a)z + (^ — 226 + b)z2 
+B8(a0 — 2b)z? + Pbr". (9.1.18) 
比较 (9.1.68) 式 与 (9.1.18) A s FREIER I, A 
a 


0=1+; (9.1.19) 


1- 2y = (4 — 30) +b, H = @b, 
y +2y— H = 9((20 -1)0— 2b). (9.1.20) 
这 样 ， 就 可 由 此 导出 一 个 以 9 CT. b 的 方程 
1(1-406+30 - D) +1—40+302 -b-b 
= 2(8 — 1)8? — 20b. 
经 过 合并 OAR, % 
b? — (100? — 168 + 6)b + (981 — 328? 
+4267 — 249 + 5) = 0. (9.1.21) 
因为 方程 {9.1.21) 式 的 判别 式 为 
(100? — 169 + 6)? — 4(98* — 3205 + 4202 — 248 + 5) 
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= 6464 — 1928? + 20867 — 966 + 16 
= (882 — 120 + 4)?, 
Ay Ag b = (0 — 1)2 或 992 — 140 + 5 = (90 — 5)(0 — 1). 
因为 后 一 种 情形 合乎 这 里 的 要 求 ， 得 
H = 0?(90 — 5)(0 — 1). 


AT 3/28 9.1.3, 由 (9.1.14) AA (9.1.17) 式 ， 有 
48-3 


y = (38 — 2)(1 — 8), h = (3808—2)* 


(9.1.22) 


车 取 1-@= Un 就 有 
y= (1-3), heey = IL. 


2.41 1-85 
hop = LS Tp Spy 


= 2 (857* 一 60,7) (1— ie ` 


经 过 展开 ， 人 台 并 与 简化 ， 即 可 得 
2-3"(2n)! 


Oy he = Tin + 2) 


(9.1.23) 


定理 91.22 Kf n 19% LER 56 ER AT SM RI 
数目 为 " 2n 
winery) (01-24) 
3| n > 0. 


证 H (9.1.14) 式 , 这 个 数目 就 是 heep FEA y 的 级 数 中 yr 的 
系数 ， 即 hgp 根据 引 理 9.1.3 和 (9.1.23) 式 ， 即 得 定理 . h 
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在 (9.1.22) 式 、 (9.1.19) 式 ， (9.1.18) 式 的 基础 上 ， 就 可 以 解 
出 方程 (9.1.15) 中 的 f = Jele, y), 因为 它 的 一 般 项 之 系数 为 一 
个 三 重 和 形式 ， 不 能 在 这 里 多 点 篇幅 了 、 有 兴趣 的 读者 ， 可 参见 
[Liu13]. 


89.2 FE c- 网 


一 个 带 根 的 平面 地 图 ， 如 果 它 的 基准 图 是 3- 连通 的 ， 则 称 它 
为 一 个 平面 c 网 ,或 简称 为 cA. 本 节 的 目标 在 于 确定 给 定 度 的 组 
合 上 不 同 的 c- 网 的 数目 ， 这 里 ， 最 小 的 c- 网 规定 为 一 个 三 角形 
A = (Kr + Kas + Kt, (r,aBt)(s,agr)(t,ags)). 因此 ，e 网 的 度 至 
少 为 3. & Men 为 所 有 e 网 的 集合 .所 考虑 的 计数 应 数 为 


ha a= DO ün, (9.2.1) 
MEMen 
其 中 n(M) 为 M 的 度 ( 即 边 数 ), 记 
H. (n) = Oho, (9.2.2) 
XRAAPTEARHRA- 


一 个 无 环 地 图 ， 如 果 它 没有 一 个 面 的 边界 不 是 一 个 国 ， 岂 称 
BA BAR 的 . 由 对 偶 {平面 的 情形 ) 性 , 一 个 无 环 地 图 是 双 无 环 
的 当 ,， 且 仅 当 ， 它 的 对 仿 地 图 是 元 环 的 一 个 地 图 ， 车 它 的 面 边 界 
SEM, DRA NRE. 如 果 一 个 双 无 环 地 图 ， 卫 没 有 重 
边 也 没有 二 个 面 使 得 它们 的 边界 有 至 少 2 RAK, WHE z 
简单 的 ， 按 照 对 但 性 ， 也 可 论证 ， 一 个 地 图 是 双 简 单 的 当 ， 且 仅 
当 , 它 的 对 候 地 图 也 是 双 答 单 的 ， 网 时 , 一 个 对 偶 无 环 的 地 图 ， 车 
无 二 面 的 边界 有 至 少 2 ATI, WARE IT HE 的 . 

对 于 地 图 的 一 个 集合 ， 如 果 它 的 任何 一 个 地 图 前 对 偶 地 图 也 
在 这 个 集合 内 ， 则 称 它 为 HXH. 如 此 看 来 ， 所 有 双 无 环 地 图 
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的 集合 和 所 有 双 简 单 地 图 的 集合 均 为 自 对 侦 的 . 在 573 中 讨论 的 
不 可 分 离 衬 面 地 图 的 集合 Mas, 若 将 自 环 地 图 L, = (Kr, (n ar) 
除 掉 ， 也 就 变 为 一 个 自 对 侦 的 集合 了 . 


引 理 9.2.1 所 有 ce 网 的 集合 Mon BR. 


证 ARTE. W M = (Xap Jah) 为 一 个 c 网 但 它 的 对 
个 地 图 M* = (Xaa J) MRE. 这样， 在 M^ 上 存在 二 个 节点 
u = u= 和 v= vy 使 得 有 二 个 面 了 和 9 具有 形式 


f = (z, Jafia,--- ,aBJ^!y, Tiy,..., (Japy lz) 


g= (y, Joly, "ttg af dz, J r, "ttg {Japy ty) (9.2.3) 


z —u,v 的 次 ， 即 {u,v} 为 GM") 的 一 个 2 8 f. 然 ， 


u= (2, Jz,- Jin, Jiz, ++, 712), 
v= Gh Tuy) Ji ly ys Fy) 


和 注意 到 f,g M 上 的 二 个 节点 . 不 妨 设 (Tap) = .75g 和 
(Ja Biz = Jir. Æ M 中 ， 有 两 个 而 


u = (z, Jz, wry af( Fas) y, (Tafiy*y, ta Jz) 


v= (y, Jy 0f(Tapy lz (Jab), Jy) (924) 


其 中 1<s <[fl-1M1<¢< lol-1. RAER, (9) 为 G(M) 
的 一 个 节点 分 离 集 . SMHS 连通 性 矛盾 ， h 
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因为 在 .87.3 rH EL 2525 Hi T iS Z n] ZF CE TEE PL it CHR 
数 ， 这 里 试图 建立 不 可 分 离 平面 地 图 与 ” 网 的 关系 ， 以 确定 如 
(9.2.1) 式 所 示 的 Aen. 

4 AA. (> 2) € Mas 为 所 有 至 少 两 条 边 的 ， 带 根 不 可 分 离 平 
面 地 图 的 集合 ， 将 AA... 2) 为 分 4 类 Mi, i= 1,2,3,4. 其 中 ， 
M; 为 怡 有 二 条 边 的 这 种 地 图 的 集合 ， 事 实 上 ， 它 只 全 一 个 地 图 
D = (Kr + Ks, (r, s)(aBr, oBa)). 


Mz = (M| VM € M,,(> 2), M — a = 
M i+MÍi-. LM. k > 2}, 


a—e,(M) 为 M 的 根 边 . 注意 ，M = (人 ,J 了) 且 它 的 根 面 与 那个 
关联 于 根 边 的 非 根 面 ， 分 别 有 形 式 


f, = (r, JT,- teeny ta tty (76) 17) 


Fer = (ór, (Zó)ór,-- * 81 1 82:71 8813977 75 (Jó) lër), 


ó = of ERATA u = (sportu) s = (989)? Er, ty = (yn, 
1 一 12 天 一 1 为 M 一 aa 中 的 全 部 定点 ， 而 且 ， Mi= (X,, Z). 
i= 1,2,-:. k, PA X — Kr = X, + X, ox XLI 仅 在 
ve = (gr... Jr) Boo = (ty Jt 7s) A, 仅 在 
Ve = (31 Sas toa) 5 v = (totos 7 处 ， 
1—2,3,--.,k — 1, Jk REE ve, = (94-1, Skis ea) 5 
Vgár = (J ör, J26r,---, lir) 处 不 同 于 .7， 和 ， 


Ms = (M| VM € Ma(2 2), M — a= M; ta 


Mz utu "tate My, k > 2}, 
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同样 a = e,(M). ER, M = (%,7) 使 得 它 的 与 根 边 关联 的 二 节 
点 丸和 分别 有 形式 u, —(rJr, 9), c oe 利 


Var = {6r, J ór, ttt ,大 一 1， tta ti, tt ., 716), 


s = Jr, t = J sr, I = 1,2, k l, d < b E < dua 
jk-1 < jk-3,' ji, BER SEHR LACER BiP, fn fasi 
PA aj ij Su, 和 vo, 关联 的 面 , 产 = (ti Jta esn (JOT), 
P-21,22,..,k-1. WH, M;—-(X,J)i-12, k, fef X — 
Kv = X HN Eo + X, AA LEGA vy, = (rr, J lai) 
5 u, = (t, Jte Ilir) 4h, Z MHA 


vs = (81-1, J 8-15, J lal) 
tju, = (t, JG, Ja) Ab, 02,8, k 1, AETA 
ve, = (84-1, JSk- a Jm) 与 
ugar = (Jór, T( FOr), 11,1) 
处 不 同 于 .7. uA, G(M)nG(Mu) = {u,v}, i= 52, k— 1. 


a = (wv) 为 M MG. AR, Ms 就 是 Mo: 中 除去 Mi, i= 
1,2,3, MP ASE. Bh 


4 
AA,.(2 2) = Y ` Mi. (9.2.5) 
i=l 
引 理 9.2.2 $ Ms 为 从 Ma PRE Mb 2 É PERMIT 
3. 条 边 的 地 图 的 集合 ， 记 


h = Y z™™), (9.2.6) 
M €i 


X on(M) X M 的 度 ， 即 Ads 的 计数 函数 ， 则 ， 有 


— 2(2? + hz) 
hun 一 到 二 zz ha’ (9.2.7) 
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i €, hu = hns(2) H (7.3.11) AHH. 

证 因为 对 任何 M = (4,7) € Ma, M —a = M.+:-- LM, 
M; = (Xj, J), i= 1,2, k k > 2, a = e(M). fn EXE, 可 以 通过 
添加 一 边 KA, BM, E, f M, = (&,, Z) BR = X; + KR í = 
1,2, --,k, T Jh RHE vs, = (F5, (vm)) 与 ae, = (affi, (os, )) 处 ， 
Ji (LEE ve, = (ñi, (v9) 5 vga = (afi, (v,)) 处 ,= 2,3, ---, k— 1, 
J DUE ve, = (fa, (vm)) vga, = (oP eae) 处 分 别 不 同 于 
Fi, i=1,2,--- k. E, (v) = (m, lx), z = rot, AHA 
v. 由 循环 序 变 为 线性 序 . 易 验证 ， 所 有 A € Ms, i = 12, k. 
H, Ms 的 任何 一 个 地 图 ， 均 可 视 为 某 Mi 

由 于 n(M —a) = n(M) —i,n(M;) = n(Mj) +1, 再 注意 到 ， 杆 
地 图 Lo 可 以 为 Mi, i =1,2,---,k, 就 有 


k 
h, = > eon 25 (2+ 2) . 


MEM k>2 
考虑 到 Ma POT 3 条 边 的 地 图 ， 有 


has — z = z2 + ha + ha 


emen) 


(2-2) 
id +hs) 


TECTA. 
这 就 是 引 理 的 结论 . h 


由 这 个 引 理 ， 即 可 得 


hy = z (hos - 2) — 2. (9.2.8) 
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引 理 9.2.3 对 Mo, 有 


2 
ha = es) (9.2.9) 


证 由 于 hz = ha- z —z2 — ha, H (9.2.8) 式 代入 ， 经 合并 同 
类 项 和 简化 ， 即 可 得 (9.2.9) <. h 


3]: 9.2.4 对 Ma € f DL EI RC it Sk ER 


ha = e=) = hy. (9.2.10) 


në 


证 注意 到 Mo 与 Ms 之 间 的 对 偶 性 ， 由 引 理 9.2.3, 即 得 引 
理 之 结论 ， ü 


对 M = (4,7) € Ma, $ (uv) A 2 8, MM 可 分 为 二 
4 THE M; = (Xn J), í = 1,2, RB X = X, + Xe fI G(M ) n 
G(M;)- {u,v}. 这 时 ， (M,, Ma) 被 称 为 M 的 分 离 对 . BHR 
r = r(M) = r(Mi) = ri， 可见 ， 分 离 对 是 有 序 的 ， 一 个 分 离 对 
(Mi, Mo}, 车 对 任何 一 个 仍 以 [us v) 为 分 离子 的 分 离 对 (MI, MG}, 
只 要 Mj 2 Ms, 就 有 M2 = Ma, 则 称 之 为 对 于 {u,v} 是 终极 05. 


事实 1 对 ME AA 的 任何 一 个 终极 对 (Mis M.Y, 在 其 分 离 
F {u,v} 中 至 少 有 一 个 不 与 M 的 根 边关 联 . 

证 ET, M 必 不 属于 Mz 就 会 属于 Ms, 与 ME Af4 F 
i. h 

事实 2 (Mi, M2} #l (MI, M3} 为 M € Ma 的 两 个 不 同 的 
终极 分 离 对 ， 它 们 的 分 离子 分 别 为 {u,v} 和 {w0}, MJ {uv} Z 
{uv} 
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证 和 否则, 若 4 =u Fe =*,Wh⁄1EF 3 Me = M} 
此 ， 也 有 Mi = Mi. 与 此 二 者 是 不 同 的 矛盾 . 4 


因为 三 角形 人 € M: 和 它 的 平面 对 个 A* E Ms, 在 Ma 中 
的 地 图 至 少 存在 4 45. 设 {Mi, Mo}, M; = (%, Zi), 1 = 1,2, 为 
M € M4 E —T 1EAE BO. dà (ost) 为 M, 的 无 限 
面 ， 使 得 s Atex, 分 别 与 分 离子 e = (uv) PH u Av XE. 
可 以 造 一 个 地 图 Me = (Ke, Fe), 使 得 如 = X, + Kr, 和 7, REM 
WH RR wu = Vp, (re, (9,)) ffl v = ugr, = (are tot)) 处 与 A, 不 同 ， 
Hep, s, = (ss, Jr a) Qm = (t, Aty Jy 0AM th 
的 二 节点 ， 由 终极 性 ， 易 验证 ， 在 M。 中 ， {uv} 不 再 是 分 离子 . 
如 此 行 之 ， 直 到 不 再 有 分 离子 时 的 地 图 ， 记 为 ”Mo 由 平面 性 ， 
Moor 是 一 个 c- 网 ， 这 个 地 图 Mcor MRH M 的 一 个 核 . 

设 M AN 为 地 图 的 二 个 集合 . 对 任何 地 图 M = (4,7) € M 
# N = (Y, P) € N, 记 e = Ks 为 M 的 一 条 边 ， 可 造 一 个 地 男 
MeN) = (2,1), EA 2 = (X — Ke) Ty f 1 RELA 


u = (éry, Jós,---, 7-158, Póry,- -P Sry) 


5 


v= (rv, Prys POTN, Ja, J la) 


处 不 同 于 7 和 P. WT M € A4 Mle € E(M), MM) = 
(M*UDIVN € N}. X M € M, Ai = (esse) € E(M) 和 
N= (Nte Ni), Ni MEN, 1 


MAG) — (MAA ye (R), 
Mis 1,2,---,n(M), Bl M mE. + 


MAIN) = > Matt) 
NEN 
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MAM) = > MAM). 
Ac A! 
R, A = {AVA C E(M)- Kr, |A| =1}. 自然 ， M'han) = M. 
进而 ， 记 


n(M)—1 


MN = Y^ Y MAN, 


MEM i-0 
引 理 9.2.5 对 Ma, 有 


Ma = MMns(22) | (9.2.11) 


证 因为 Msn 中 的 任何 一 个 c Bl, WAM AA. 中 某 个 地 
PBK, SE 1-2 知 Ma 为 (9.2.11) 式 右 端 集合 的 一 个 子 集 . 

反之 ， 由 上 述 确定 地 图 之 核 的 过 程 ， 在 终极 分 离 对 (Mi, M3) 

UB. M; 为 一 个 至 少 有 二 条 边 的 地 图 ， 以 及 不 可 分 离 性 ， 也 易 看 
出 (9.2.11) 式 右 端 集合 为 左 端 的 一 个 子 集 . h 
由 引 理 9.2.5, 注意 到 对 Av, 根 边 之 二 端 不 会 是 分 离子 (事实 

+), 在 求 核 的 过 程 中 ， 对 每 个 分 离子 增 了 一 条 边 ， 以 及 从 一 个 既 
不 在 Ma 又 不 在 Ms 至 少 4 条 边 的 (BU M4 中 的 ) 地 图 的 核 的 唯 
一 性 ， 可 知 (9.2.11) 式 本 身 提供 了 二 端 集 合 向 的 一 个 1-1 对 应 ， 即 

可 得 Ma 的 以 度 为 参数 的 计数 函数 


ha = zy he—nly)j yras a= 


GG gaan 


hing — 2 
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定理 9.2.1 平面 c- ARS Men Ë U KR 5 £ $ % Y R ER 
hon = henly), 可 依 如 下 方式 确定 


he (y) <9? — 2 _ 
on(y) = y I+g zy, (9.2.13) 


其 中 
y= L (hse) ~ z). (9.2.14) 


证 由 于 hu — z = z2 + hs + hs + ha, 从 (9.2.3-4) 各 (9.2.12) 
x, A 2 
hou- z = z2 + 2(Fne = 2) 


"ns 


Then (= 一 z) 
—X — 2 s, (9.2.15) 


Ans ~ 2 


将 (9.2.15) 式 二 端 同 除 以 z, 由 (9.2.14) 式 ， 有 


2⁄2 hon(y) 
y= z+ ytl + Uy» | 
SIAL y, 经 移 项 即 可 得 (9.2.13) sh. 
根据 (7.4.9) 式 和 (9.2.14) 式 ， 有 
— £ — _ &(1 — 2€) 
x= €(1-£)7, y= ü-o (9.2.16) 
4 
1- 
kam I-E (9.2.17) 


Jj, (9.2.16) 式 变 为 


y-91-9, X= Ras = s. (9.2.18) 
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因为 从 (9.2.18) 式 可 知 
dX 一 1 


dy oa (9.2.19) 
NTARE, X 满足 如 下 的 一 阶 一 次 常 微分 方程 
(a? + Ty 一 2) + (6y — 15)X =2 (9.2.20) 


且 它 的 始 值 条 件 为 X(0) = 0. 
定理 9.2.0 EX n23185& LR MA c- 网 的 数目 为 


Nes (n) = (~1)"2 + Rat, (9.2.21) 


KP HR, n> 2, Hw PRRKRKAR 


(in 一 22)Rn-1 + 2(2n 一 1)H, 5 
A — 


4 HER 36 d R = 一 1 和 Rs = 2. 
证 FAX = —z REAMTERA ym 


(9.2.22) 


X = X RS 


n2l 


则 由 (9.2.13) 式 可 导出 (9.2.21) 式 ， 进 而 ， 出 方程 (9.2.20) st, B 
可 得 (9.2.22) 式 . 


当然 ， 也 可 从 方程 (9.2.20) 式 出 发 ， 直 接 求解 得 


x 2⁄2 — 10y — 1+ VII- 4955), (9.2.23) 


- ai ( 


只 要 将 r V 4g) 展开 成 y 的 等 级 数 ， 即 可 得 到 X 的 
一 个 显 式 . 从而， 确定 出 Rn, n> 1. 沿 此 ,特别 是 通过 将 (9.2.23) 
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式 两 边 同 乘 以 27/(2 — z)?, 再 将 (2-2) 和 (2 + z)3 分 别 表 示 为 
23(1 — 2/2)? 和 PU + z/2)2, ae 
8 _ 2z2 — 10z — 1 + /(1 — 4z)Š 

BA, TUBA Ra n > 3, 的 一 个 正 项 式 的 表示 .因为 仍 比较 复 
杂 ， 不 如 用 (9.2.21~22) 式 计算 . 

另 一 方面 ， 从 (9.243) 式 和 (9.2.23) 式 出 发 ， 经 过 适当 的 处 
ZB, 还 可 得 到 直接 确定 Na n > 3, 的 线性 常 泵 数 的 递 推 关 系 . 详 
细 情 形 ， 可 参见 [Lius]. 

不 管 怎样 ， 若 要 是 在 y Whe. 的 参数 表示 的 基础 上 上， 利用 推 
论 1.5.1 或 推论 1.5.2 反 演 ， 尚未 发 现 一 种 方式 ,以 求 得 Nm > 3, 
的 正 项 和 的 表示 . 


$9.3 OS ik 


因为 用 一 个 在 3- HEBK P SE EI F ËJ ASR ( 即 顶点 与 
H) 的 图 均 为 3- 连通 的 , WARS, 任何 一 个 3 连通 的 平面 地 图 总 
可 视 为 3- 维 空间 中 一 个 此 多 面体 的 支架 {参见 [Fidi] 或 [Liu58]), 
也 就 无 需 区 别 3- 连通 的 平面 地 图 与 3- 维 空间 中 的 凸 多 面体 . 

这 里 所 关心 的 主要 是 S 正则 的 止 儿 面体， 或 者 说 3 EM 3- 
正则 的 平面 地 图 (3- 正则 c- 网 ). + C 为 所 有 带 根 3- 连通 3- 正则 
平面 地 图 的 集合 、 目 的 是 确定 C 的 以 度 为 参数 的 计数 函数 

fe = ml), (9.3.1) 
CEC 
其 中 m(O) 为 C 的 边 数 {或 度 ). 

对 M = (4,7) € Con 即 所 有 带 根 不 可 分 离 3- 正则 平面 地 图 

HRA, # M = M UMi 使 得 M. = (35,4), — 3,2, FAM B 
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TES X = Xi + X, fl G(M,) n G(M.) = (uv), 好 由 二 个 
TRARMRA. HMA A, uM eE Mi, i = 1,2, 
中 的 次 不 是 同 为 1 就 是 同 为 2. Bk, Aa, M ufo 
的 次 均 为 1 和 自然 M2 是 次 均 为 2 的 子 地 图 ， 分 别称 它们 为 1-6 
和 2- 台 , 更 一 般 地 ， 1- 台 就 是 这 样 的 平面 地 图 ， 使 得 除 二 个 节点 
次 均 为 1 外 ， 其 他 节点 全 是 3 次 的 ， 和 2- 和 就 是 关于 1- 台 的 说 
法 中 将 1 208 2. 为 方便 ， 可 以 规定 对 总 是 含 它 的 根 边 在 M. rh. 
在 1 台中, 这 二 个 1 次 节点 被 称 为 S, 其 他 节点 ， 也 就 是 内 节点 . 
一 个 1 , BETE M 中 任何 一 个 工 台 的 一 个 真子 地 图 ， 巾 称 
CH RE. 


WM 9.3.1. #f — M1 台 均 没有 一 个 内 节点 为 公共 节点 ， 


证 用 反 证 法 . W T, 和 了 为 一 地 图 M 的 二 个 不 同 满 台 .而 
县 ， 有 一 个 公共 内 节点 .由 地 图 的 公理 2, TH, ABCA 
一 为 舅 一 个 子 地 图 ， 再 由 满 性 ， 只 能 卫 = T. 这 就 与 假设 条 件 予 
质 . h 


令 G Cu A Cm 分 别 为 Cos 的 所 有 这 样 地 图 M 所 组 成 ， 使 得 
M ea, a =e, (M), 有 一 个 割 点 ， 对 一 ec 有 一 个 钙 点 和 不 管 Mea 
还 是 MM 一 a 均 无 制 点 ， 容 易 检 验 ， 有 


Cu = Gr + Cn + Cur. (9.3.2) 


对 于 M € Cnr, $ M' 为 将 M 中 的 每 一 个 满 台 均 用 一 条 边 代 
MRA MMM. AS 正则 性 ， M 至 少 要 有 6 条 边 ， 因 为 M 
的 任何 一 个 节点 的 分 高 子 {z,y}, 也 是 M 的 一 个 分 离子 ，jM" 必 
是 3- SUR. ERB) M 的 3- ENE, RA Mec. 


IR 9.3.2 设 尼 为 所 有 这 样 的 带 根 平 面 地 图 集合 ,使 得 它 的 
每 个 地 图 除 二 个 节点 次 为 荆 外 ， 全 为 3 次 节点 ， 而 且 ， 若 肥 制 
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点 ， 所 有 制 点 均 在 连 这 二 个 LAY ASHE. 则 ， 有 


Cur = c^, (9.3.3) 


3 p $ 2 + 5 68 & X 5 89.2 FA. 


证 从 上 面 所 讨论 的 ， 易 见 Cu E (9.3.3) 式 右 端 集合 的 一 个 
FR. 

反之 , 对 任何 一 个 地 图 M 为 (9.3.3) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 ， 
因为 存在 N € C, 使 得 MEN, 根据 NN 的 3- 连通 性 ，M cC, 
又 ， 注 意 到 型 和 G fil M Z Cu, RE M € Cur. 这 样 ，(9.3.3) XX 
右 端 的 集合 又 是 左 端 集合 On 的 一 个 子 集 ， t 


X M = (2,3) € L, 注意 杆 地 图 Lo BAC PHBL, + 
v. Riv. z = (Zaf)r, PHAM 的 那 二 个 1 次 节点 , 即 = (r) 和 
ta = (z). io(M) = M' = (QU, J) BM = (G@— Kr— Kz)+ Kr 
AT’ 仅 在 节点 ve = (r, Japr, 72apr 7 了 -Ia6pz) 和 


var = (e Br”, Japr, Tafsir, m , J afr) 


处 与 7 Tel ARR, r = +(M', BE M' 的 根 ， 
SIA 9.3.3 4 e(C — L) - (o(M)VM € £ — L}. Bl, 有 


e(£ — L) = C, (9.3.4) 


Xv 61s 2932 中 已 给 出 ， 


证 对 任何 M €o(C— L), 易 见 M 是 一 个 带 根 3- 正则 平面 
地 图 ， 由 上 中 地 图 所 满足 的 条 件 ， 即 可 知 ， M 是 不 可 分 离 的 . 从 
Wi, ec(c—L)CC.. 

反之 ,对 任何 M = (x,J) € Cus, 由 不 可 分 离 性 ， 总 可 唯一 地 
造 一 个 地 图 M = (1,37) 使 得 X = (X — Kry + Kr + Kz. 而 
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且 ，7' 仅 在 如 下 四 个 节点 处 与 了 不同 
vp = (T) var = (dr’, Tir, Jr, ,Tbr) 
和 
vz = (z), vga = (óm Jr, 70r 71r), ó = of. 
可 以 验证 ， M'e C-L ll o(M')= M ,Ël Meo(£- L). Mit, 
Cos € e(£ — L). f ü 
由 这 个 引 理 ， 可 以 记 

£-Lz-o (C). (9.3.5) 
4 fer: Jens 和 fe BHA Con, Cos RI L 的 以 度 为 参数 的 计数 函 
3x. 则 从 引 理 9.3.2-3, 有 fe, (z) = 


zfc(y) = felt + z Jess) 
Y ly=t+efens _ 1+ fc. ` (9.3.6) 


LIE: | 9.3.4 ^ Car) E (M 一 av M € Ci}, a= e, (M). Bi, 1 
Can = RxCXR, (9.3.7) 


HH, R P LEZLLIXLILSLIELEMEM - LTEEIE 
的 节点 次 为 2 外 ,其 他 节点 全 为 3 次 的 集合 ， 和 运算 x 为 $7.1 中 
给 出 的 链 lo- 3. 


证 由 3 正则 性 与 Ca 中 地 图 的 性 质 , 容易 论证 , 对 任何 对 < 
Cn, 有 
M — a = Mit M3 Ms 
之 链 lv MERER, M, Ms € $0 M. € C. BRE, GUN) 
和 G(Ms) 为 图 G(M) 的 二 个 端 不 可 分 离 块 . 从 而 ， Coo 为 (9-3.7) 
KAMRAN —hFR. 


$9.3 mgmt 297 


反之 ， 对 任何 M = (4,7) = Mi 二 jz 十 Ma € RxCxR, Fie 
va = (z, Jz), z = (76)'r, ó = aB, 1 > 3, A M 中 那个 非 根 2 次 节 
点 ， 则 总 可 选 一 个 地 图 M' = (XI) 使 得 x' = X + Ke 和 了 
仅 在 节点 vo = (rr, Jr) W vae = (0r m, 72) 处 与 了 不同 . 
A ve 和 vee 的 次 均 为 3, 以 及 M 的 割 点 全 在 从 w 到 v. 的 一 条 
KE, EMEC 又 ， 易 见 M' -a =M, d =e (M). H, M 
LAMA XGRXESR, M E Cu. 从 而 ， M € Cas, 即 可 知 (9.3.7) 
式 右 端 的 集合 也 为 其 左 端 集合 Can 的 一 个 子 集 . h 


对 M = (X, J) E R, PEG v,, z = (Jóyfr,ó—ao8,0»1, 28 
那个 非 根 二 次 节点 . 4 MM) = M: = (mt, 使 得 = X + Kr' 
MT MER up = (r,r, fr) 和 vor = (ër'z,Jz) 与 M 的 不 
Al. 和 , A(R)-i(A(M)IVM € R}. 可 以 论证 ， 有 


MR) = Ca, (9.3.8) 
其 中 Cn = Cr + Cin. t (9.3.2) 式 ， 也 就 是 
Cg = Cos — Cn. (9.3.9) 


设 fey = fey (z), fe (z) 和 fe, AHA Cu, R 和 Cn, 以 度 为 参数 
的 计数 函数 ， 风 从 引 理 9.3.4, (9.3.8) 式 和 (9.3.5) 式 ， 得 


fen = 2( faz) fele) 


1 2 
== [Een (z + Tfens) 
= (feu, — fep) (1 fens) (9.3.10) 
经 过 检验 ， 方 程 (9.3.10) 式 只 有 下 面 的 解 合 乎 要 求 ; 
Fey (2) = Fenn (9.3.11) 


1 + feng 
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33 9.3.5 4 Cay = (M sa|V M e C). HN, 8 
Coy = (Li + C2)”, (9.3.12) 


其 中 L, = (Kr, (r,6r)), ó = o8, PRR Ë 3638 Ido Co, FRET 
HRT 3- 正则 地 图 使 得 根 节点 次 为 2 的 集合 . 


证 对 于 M € Cay 由 于 存在 一 个 地 图 M e G: 使 得 M = 
Mea’, d = e,(M'), 有 一 个 割 点 ， 而 它 必需 是 M 的 根 节点 . 由 
M' 的 3- ER, MM 的 根 节 点 的 次 为 4 这 就 意味 ， 只 能 M = 
Mı +. Ma, Bir $7.1 中 给 出 的 内 19- 和- 而 且 ， Mi, Mo € Cs. 再 
注意 到 M: = L, i = 1,2, 也 是 允许 的 ， 就 有 M e (Li ti). 

反之 , WM =(4,7)=MitMe, Mi = (Xi A) € Li +C i = 
1,2, 因为 M 的 根 节点 o, = (r, Ir, I'r, I'r) M X = 21 + X; 使 得 
Ji 与 Ja 分 别 仅 在 它们 的 根 节 点 vw, = (Tr, 72r7) 和 ve = (r, Z?r) 
处 与 了 不同， 总 可 通过 臂 分 节点 v. 唯一 地 得 一 个 地 图 M" = 
(w, 7!) 使 得 X = X + Kr' A T RETA ve = (n I'r, ZŠ) 和 
vpr = (6r',r, Jr) 处 与 了 不同， 由 M; ,i = 1,2 ,的 近 3- 正则 性 ， 
不 为 分 离 性 与 平面 性 ， 及 or A ver 均 为 3 次 的 ， 可知 M EC- 
X, BA M = M'ea', a! = e (MP), 的 根 是 制 点 ， 有 M'ec. 从 
M = M'sa', Ñ M € Cp. t 


4 falz) 和 fele) 分 别 为 G 和 C, BJ LL BE y S 3k hi yr 3k ba 
#. 考虑 到 fels) = zfe,.,(z), 由 引 理 9.3.5, 有 


fe (x) = z(> + £fe, D. (9.3.13) 


定理 9.3.1 L ER S 6 i X felt) 和 fen = fca, (z) X 
Ei F £: 


fc(z + z feu) + 2 (1 + fens)? = fen. (9.3.14) 
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注意 ， fc(z) 和 fen 都 是 以 度 为 参数 . 


证 基于 (9.3.2) X, Scns = fe + fey + fenr: 将 (9.3.6) X, 
(9.3.11) 式 各 (9.3.13) 式 代入 ， 经 整理 即 可 得 (9.3.14) R. 


根据 (9.3.14) A, ATOR fe, 必得 知道 fen 这 就 可 以 通过 了 
解 带 根 不 可 分 离 近 3- 正则 平面 地 图 N 的 依 根 节点 次 与 订 的 计数 
ARKH. ER, PEARL 不 在 N h. d 


fy = 2, am OD non, (9.3.15) 
NEN 


其 中 m(N) 和 n(N) 分 别 为 N 的 根 节点 次 和 度 ， 
将 N 务 为 二 类 ， Ah 和 X, 使 得 Ma = (NIVN CE N.N e 
a XA) 和 Na = {NNN € N.N ea BRA}, RA 


N = Nf NR. (9.3.16) 
AM, & Nay = {N e ajVN € Ni). 则 易 检 验 ， 有 
Na) =N — G, (9.3.17) 


其 中 C2 如 (9.3.12) 式 所 示 . 对 No, & Ma) = (N ea|VN € N2}, 就 
可 得 
Nay = (Li NY. (9.3.18) 


4 fx, fun 分 别 为 M 和 Na 对 于 jw 的 贡献 . 由 (9.3.17) 
式 ， 有 
fw = = (fw — 8 p), (9.3.19) 


其 中 fo fw 的 展开 式 中 c? 项 之 系数 .从 (9.3.18) 式 ， 有 


jm = E (aty + fw). (9.3.20) 
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定理 9.3.03 关于 函数 了 二 fizy) 的 方程 
yf? + (222 + y — z) + zt — z2 = 0, (9.3.21) 


Kt f. = 82f, EARR C(Riz y op, LR 38 EG. Tq 
且 ， 它 的 解 就 是 了 = f, 如 (83.5) AAR. 


it 同样 地 ， 只 证 得 一 结论 . 
根据 (9.3.16) 式 ， [9.3.19) 式 和 (9.3.20) 式 ， 可 知 


in = V (tw - 2 fy) + ¥ (s? y+ i). 


AUR z, 展开 平方 项 ， 然 后 合并 同类 项 ， 即 可 得 fw 满足 方程 
(9.3.20) 式 . h 


AARE N = (w, 7) € N 使 得 v= (rr) r = r (N) 为 
N 的 根 ， 即 根 节点 次 为 2, 益 可 唯一 地 得 一 个 地 图 N' = (x, 7) 
EB X (X Kr  K Jr) + Kr H J' UE up = (rr, Ts, 77s), 
8 = afr, 和 vay = (abr, Jabr, afr) 处 与 了 不 同 HEN 的 
X 3- 正则 性 ,不 可 分 离 性 和 平面 性 ， 即 可 知 ，N' & Cns. RZ, 也 
可 由 任 一 N’ Cy, 唯一 地 得 到 一 个 根 节 次 为 2 的 N 中 的 地 图 . 
这 样 ， 就 有 
fs = yfes (y). (9.3.22) 


因为 方程 (9.3.21) 的 判别 式 为 
D(z,y)-— y? + z2 + d+ f')—4x3y!—2zy, (9.3.23) 
其 中 f° = fe (y), SH z= RA y ORRAT ERRED RE 
D(&,y) = 0; ZDE, u) = 


则 可 求 得 


F =EL- R’). 


_ š 
y= 14-26?" 
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4 Y = Š #ü € = n, BIER 
n = (1 + mY, f* = n(1 — 2n). (9.3.24) 
基于 (9.3.24) 式 ， 利 用 推论 1.5.1, 得 
ap ft = 89-1(1 + 29]an(1 — 4n) 


= = (85 — 485 2) (1 + 2m) (9.3.25) 
p 
"an ^ 
HF Y = y^, (9.3.25) 式 所 提供 的 就 是 具有 3n 条 边 的 带 根 不 可 分 
离 3- 正则 平面 地 图 的 数目 Ne,, (9n). 

BEM, SA (9.3.14) 式 和 (9.3.22) 式 ， 取 z = y(1 + fen) 就 可 得 


之 工 


fe = fe, — 2. (9.3.26) 
若 取 Z = z3, 由 (9.3.24) 式 ， 即 得 
E 2 
zh fot =n( — 2) (9.3.97) 


由 (9.3.27) 式 出 发 ， 经 过 适当 处 理 ， 可 以 直接 利用 推论 1.5.1 
来 确定 fo 的 一 个 正 项 和 显 式 ,结果 比较 复杂 . 通过 进一步 简化 ， 


可 得 
2(Ak — 3)! 


abe = Vs 1 
RRRA n — 3k > 6, k > 2, 的 带 根 平面 3- 正则 c- 网 的 数目 . 


(9.3.28) 


$8.4 四角 化 与 = 网 


所 谓 四 角 化 , 就 是 指 这 样 的 地 图 ， 它 的 所 有 面 的 边界 均 为 四 
WY. 这 里 , 所 讨论 的 主要 是 所 有 的 面 边界 均 为 长 度 4 的 图 ,或 简 
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称 4- Hl, 的 情形 . 特别 地 , 还 假定 在 整个 地 图 中 ， 没 有 长 为 2 的 圈 ， 
也 就 是 在 它 的 基准 图 中 无 重 边 . 将 所 有 面 边界 均 为 4 圈 的 四 角 化 
称 为 真 的 . 

对 任何 地 图 M = (X, (X). 7), 记 M* = (X. s QC 7°) 
为 它 的 对 偶 地 图 ， 自 然 ， [X5 (X*)| = Xs. (X) HI" = Jap, 
IX*|= XI, X n X" = 0, $0 $ 1.1 中 所 述 . 

在 此 基础 上 ， 可 以 造 另 一 个 地 图 M = X, 200,4), 使 得 

faal) = U (Ke+ Ks) |) GG 十 Ria*), (8.4.1) 
ZE ZEX™ 
Jop X = X+6X +X*+ë6*X*, á = af, & = o" 0", MEM z e X 
和 z* € X”, 
KG = {z, az, ña, 02), Koa = 16z, Bz, Adz, dz}, 
KR = (z*, a* z*, Bá* 52°}, 
Ké'z* = (8 z*, Bz, "x" 56%} (9.4.2) 
AT 仅 在 节点 vy, = (62, Be", dbz, at") 处 与 7 和 .7* 不 同 . 

RHE š e X, s (X), 由 对 称 性 ， 可 不 妨 设 e X, Jós = BE 
和 JEE) = I*(a*z*). 这 就 意味 ， (25)2z = J*(oz*) KWH 
性 ， 就 有 

(FET os) = J*(o"(J*a*2*y')  JoB(8(7o882)) 

= Ja( Jaz) = Ja(oe 7 tr) = z. (9.4.3) 


AA, (2,32, (Jf, (2922) 为 M 的 一 个 面 ， 由 = 的 任意 性 ， 
即 知 A 是 一 个 四 角 化 .并且 ， 称 之 为 地 图 对 但 对 (M, M") 的 全 
fF va f& tv. 

对 于 一 个 平面 四 角 化 M, # M 不 是 真 的 ， 则 在 M 中 必 存 在 
一 个 四 边 形 不 是 它 的 任何 面 的 边界 . 这 样 的 四 边 形 被 称 为 M 的 一 
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个 方 框 . 一 个 方 框 C, 若 在 它 的 外 部 不 再 有 任何 一 个 方 框 C' 使 得 
CAC 的 一 个 真子 地 图 ， 则 称 C A dA X 的 . 


引 理 9.4.1 任何 两 个 极 大 方 框 至 多 有 二 个 公共 节点 .车 有 二 
ADHG AR, ECMMAAKMZ HM. 


证 若 二 个 极 大 方 框 有 至 少 3 个 公共 节点 ， 由 平面 性 这 些 公 
共 节 点 中 没有 一 个 可 以 在 它们 任何 一 方 框 的 内 部 .因为 和 否则， 将 
会 与 极 大 性 矛盾 设 4,v Mw 为 这 二 个 方 框 的 公共 节点 . 不妨 设 
4 和 立 与 也 相 邻 由 于 每 面 均 为 四 角形 ， 衬 与 不 可 能 相 邻 ， 这 
将 导致 此 二 方 框 之 并 的 无 限 面 边界 为 一 个 器 边 形 ， 与 此 二 方 框 的 
极 大 性 矛盾 ， 

相仿 地 ， 由 极 大 性 与 平面 性 , 车 有 二 个 节点 公共 ,这 两 个 节点 
不 能 不 相 邻 ， 而 且 ， 连 二 者 的 边 就 在 公共 边界 上 . ü 


4 Mya 为 所 有 带 根 真 平面 四 角 化 的 集合 ， 记 F 为 一 个 地 
图 M = (X,J) 的 所 有 面 的 集合 . H (F) 表示 下 中 所 有 由 i 
个 元 素 组 成 的 子 集 的 集合 .对 FG) = {ff f e (D), + 
fi= (z J'an I 21), k A fi, 1-52. 车 
MO = (Mi, Ma, M.) € Thee My, Mi = (X A) 和 frn = 
(m: Jé Trs a JO 124), b= 12... . 则 可 以 构造 一 个 地 图 ， 
WA M(FO + MO) = (X, ,, Z+), 使 得 


Auc x+ V Xx, 
i21 


T; = GZ1 Jy Ti = ad "gn ss Kir =a] Tlp, i-1,2,-i 
和 Ji 仅 在 节点 Ver, = (az, Jine Sp th Jax, Jax, T.t 


JT lami), vaJ z = 


(a.7*zi, Am, `... Jp n aj "m, tta J laZ*m), 
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EL lx, = (o.7** 7a, ITCH n ttt 
JU pn, Tag lg, ttt ag a), 

4212,44 MH TM HSE <i, 不同 , 将 M(FG) + M9) 

称 为 M 的 对 于 FO 和 MO 的 面 和 . 记 MEO x [T Mj) = 

[mar + Mv e [[4;) (9.4.4) 
3=1 
并 称 之 为 M 对 于 FO LIL Q M; 的 GRR 进而 ,对 地 图 的 
集合 M, 


IFI yy. : i 
AF811. M5 = F9 x |] m) (9.4.5) 


M 
MEM ref?) j-1 
i20 


被 称 为 AA 伴随 TI. AA; 的 面容 . 
如 果 Mi = M+: = Mp = N, WX BL SEE BI EA 


M [° x Il M | = M(FÜ) x XË (9.4.6) 


ja 


AHFxJJ Ms Penh (9.4.7) 


SIE 9.4.2 4- Q XPH T W W f om M. WA 
Q = Mp. (9.48) 


其 中 ， 为 Mpa 的 每 个 地 图 所 有 面 的 集合 . 


证 对 任何 Q € Q, É Mi, Ms, ,Mi 为 Q 的 所 有 极 大 方 
JE. 由 引 理 9.4.1, 可 以 将 所 有 Mj, 1 <j <i, AA, < ; < š, 
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代 之 而 得 地 图 M. AX, M € My. 而 且 , # Q = Mf!) + 
MG), 其 中 fO = (fifi) 和 MG) = (MM1,…, M). 这 就 意味 ， 
Q 也 是 (9.48) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 . 

反之 ， 由 于 Q 和 MU, 均 为 平面 四 角 化 ， 可 以 看 出 (94.5) X 
右 端 集合 中 任 一 地 图 Q 仍 为 平面 四 角 慈 .这 又 意味 ， Q e Q, Bp 
也 是 (9.4.8) 式 左 端 集合 的 一 个 元 素 . Ë 


对 于 一 个 四 角 化 M = (X, P), 可 以 造 一 对 地 图 M = (Ë, P) 
m M = (EP) 使 得 
£= UJ Kz, # = |] Ke. 
z€ y x€ X 
其 中 , 对 M 的 每 个 面 (az, Par, Par, Par), P* = Pó, ó = of. 
到 
Kz = [z,eB(Panytaz, aB(PoB)ez, o(PaB)*az) 
= (z, aPr,of(PaB)az, a(PaB)'az) (9.4.9) 
B Hi vz = Orbsš = (z, Pz,- ,P'2) PAE P, 
fzr = (Bz, oP Gz, a( Pap Paz aB(PaB)*az) (9.4.10) 


且 由 vg, = Orbsfiz = (Bz,PBz,…,P-1pz) WEP. AR, M 
mM RABI # = r(M) = r = r(M) MF = r(N) = Br. 可 以 
Bik, MAM 均 为 地 图 ， 由 定理 1.1.4, 它们 是 由 M 唯一 决定 
的 ， 并 称 (M, M) 为 M 的 伴随 对 . 

引 理 9.4.3 ”对 任何 一 个 四 角 化 M = (P), > (M, M), M = 
(#,P) fa M = (?,P) 为 如 的 伴随 对 m M 5 M Z ŠB. 

证 由 (9.4.9-10) &, WARBGRECH MUS z = Y Mee £ 
相应 Bx € X. 根据 (9.4.9) £, Pra = Pir = P(oP"" az), 8 = af. 
另 一 方面 ,根据 (9.4.10) 式 ， P3 = Ppr = (Påjar. X, RE 
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(Põjaz = B(P(oP*^oz)), ME P$ = B(P^z). 这 就 确定 了 让 与 
M z xr. ] 


W M 为 一 个 平面 地 图 ， 和 (uv) 为 它 的 一 个 分 离子 , 即 M = 
Mi U Ms 使 得 G(M.,) n G(M:) = {u,v} B Mi A M, 为 M 的 子 
地 图 . AA, Vo a= (su; Se; Ss tus Tu, t,) 和 


v= (5o, Sus 8, to, Ty, th) (9.4.11) 


使 得 (sa, Su, D 5 [C Sy, a) 在 M. 中 和 (ta, Tu, th} 与 (ty, Tuy t) 
在 Ma 中 而 不 失 一 般 性 ， 由 被 (uv) 的 可 分 离 性 ， 在 M 中 ， 存 在 
二 个 面 了 和 g 使 得 有 形式 f = (s, Fu, abst, t, Go ot.) 和 


g = (tu, Gy, oft, 8, Fy, ofa). (9.4.12) 


RE, (au F.,oBs,) 与 (au Fabs) 在 M, 中 和 (ty, Gy, apti) 
与 (t, Gu, oft,,) 在 M» P. 

给 定 地 图 的 一 个 对 偶 对 (M, M*), M = (X, 7), X = Usex Kz, 
M* = (X7, 4"), X* = Unex K"z*, 总 可 造 地 图 M= (X", 77) 使 
# X" = Unexux: K'z', J! = JJ", 其 中 

{ [z,Joz,o'z',J'z"') 2 = z € X; 
K's’ = 
[z*, T*a*z*, Bz, Józ), a, = 2" € X°. 

因为 对 任何 2 € X, 根据 对 偶 性 ， 可 不 妨 设 r € X, (J'e = 
J'(ó'z) = J'(J*z*) = J* 3 (*z*) = 2*, (J'5*)z* = J!(6!z*) = 
J'(Jós) = bx, (7 人 (io) = 27(8(6z)) = I"T*(S2)*) = Ste", 
(T'E A*r) = J'(8'(à*z*)) = J'(Z5(6z)) = 5(óz) = z = m, H 
(z, (TE (7622, (F's Pa!) 为 M 的 一 个 面 . 再 由 对 称 性 ,可 
Al M' 是 一 个 四 角 化 . 并 且 ， 将 M 称 为 对 偶 对 (MM, M") 的 伴随 
四 角 化 . 可 以 论证 ， M' 的 伴随 对 就 是 (M. M°). 


引 理 9.4.4 一 个 平面 地 图 M 是 c- MH, ARS, At 
(M, M*) 的 伴随 四 角 化 M! RAH HE. 


(*) 
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证 先 证 必要 性 . 若 M( 同 样 地 M") 是 c- 网 但 M' 有 一 个 方 
框 ， 由 平面 性 可 以 验证 ， 这 个 方 框 的 两 对 对 角 节 点 分 别 形成 M 和 
JM* 的 一 个 分 离子 .这 就 与 它们 的 3- 连通 性 矛盾. 

再 证 充分 性 . AM 没有 方 框 ， 但 M{ 同 样 地 M") 有 分 离子 
{u,v} (FR, M* 有 分 离子 {f,9}), 则 从 上 面 所 讨论 的 可 以 看 出 
v, v, f, g, 如 (9.4.11-12) 式 所 示 ， 就 提供 了 M 的 一 个 方 框 上 的 那 
四 个 节点 .这 又 与 对 MM' 假设 的 前 担 条 件 矛 盾 ， t 


一 个 地 图 ， 若 除 一 个 面 可 能 例外 , 其 他 所 有 面 均 为 四 边 形 ,就 
称 它 为 近 四 角 化 . 而且， 总 是 将 这 个 可 能 例外 的 面 ， 规定 为 根 面 . 
令 Mnu 为 所 有 带 根 平面 近 四 角 化 的 集合 ,因为 所 有 非 根 面 的 边界 
均 为 四 边 形 ， 即 次 为 偶数 ， 这 个 根 面 的 次 只 能 为 偶数 ， 令 
q = S$ 27004500, (9.4.13) 
MEMngq 
其 中 n(M) 和 2m(M) 分 别 为 M 的 内 节点 ( 即 不 在 根 面 边 界 上 ) 
数 与 根 画 的 次 ， 和 对 于 带 根 真 近 四 角 化 的 集合 Mapas 
q = $ Mya, (9.4.14) 
M€AMpnq 
4 Goa = qua (¥) 为 nq 的 级 数 展开 式 中 z? 项 之 系数 ， 即 Mag 中 
由 钊 化 以 内 节点 数 为 参数 的 计数 函数 ， 由 引 理 9.4.2, 有 


=— D> e) 00 (yq; )" 00) 
qaa MEMobng 


1 * * 
= 一 saa (2454. yd.) . 
p 


这 里 ， n(M) e m(M) 一 1 为 M PARMA. EAA A 
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性 与 对 平面 地 图 的 Euler 公式 直接 导出 ， 从 而 ， 有 如 下 的 关系 


Qnatlea (2; V) = Gpnq(1 454: V/d54)- (9.4.15) 


Xm. 4 p* =p") 为 Moog 中 带 根 真 平面 四 角 化 的 依 内 节 
点 数 的 计数 函数 ， 下 面 就 看 一 看 p 与 ah, 之 间 的 关系 . 

一 个 四 角 化 ， 若 有 二 个 相 邻 的 边 ， 它 们 的 二 非 公 共 端 均 落 在 
根 面 边 办 上， 当然 ， 那 个 公共 端 为 内 节点 ， 则 称 它 为 对 角 的 . 这 对 
相 邻 的 边 被 称 为 这 个 四 角 化 的 对 角 线 . 

令 Ma 为 所 有 带 根 平面 四 角 化 的 集合 . ER, 本 节 开 始 时 的 约 
$E, BUSES REA 2 的 图 , 将 At 和 Mpa 分 别 划 分 为 对 角 的 和 非 对 角 
的 二 类 . id pi, 为 对 角 的 真 四 角 化 以 内 节点 数 为 参数 的 计数 函数 , 其 
中 包括 那个 四 边 形 本 身 和 py WM, 中 其 余部 分 相应 的 计数 函数 . 
因为 可 以 证 明 , 事实 上 只 有 二 个 对 角 的 真 四 和 角 化 , 它们 就 是 下 耐 地 
Bl Q 当 取 其 根 * = z, 和 aas 的 情形 . 其 中 ，@ = (Din Koi, P), 
P = (z1, t2, z3 )(a pzs, Ta) (af£4, z5, r8 )(abze, azı (afta, afr). 

从 而 ， 即 可 得 

p" = 1 + 2g + PN: (9.4.16) 


引 理 9.4.5 对 p* 和 gnq, 有 关系 


1 1 ~ yq; 
"+ — = 1+2y + a, 
P gng d 1+ yai 


(9.4.17) 


证 Soh HI Gg AP RECROSE AB EUR ENSE PRU. at. 中 的 部 
4r. 用 与 引 理 9.42 相仿 的 讨论 ， 有 


QN = GaqPN(YGaq) + 1. (9.4.18) 


从 而 ， 就 有 
daa = ID + GagPn(¥9nq) + 1. (9.4.19) 
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关于 对 四 角 化 ， 有 二 种 可 能 ， 根 节点 是 某 对 角 线 之 一 端 ， 或 
Ti. S gg Hon PERR MRAM ap 中 之 部 分 .由 对 
称 性 ， 
qa = gË = jdb- (9.4.20) 
一 个 根 节点 ， 为 某 对 角 线 之 一 端的 对 角 焉 角 化 M = (3,3), 
均 可 视 为 Mi = (3,41) 和 M. = (X2, 2), 通过 将 Mi H en, 
Enor 分 别 与 M2 的 边 en, Chaga AMA Ks = Kr, = Kra, 
Kt = KJiafr, = KoJ;ofr; 得 到 ， 其中， Mi 为 非 对 角 的 ， 或 者 
对 角 的 但 根 节点 不 是 对 角 线 之 一 端的 四 角 化 ， 和 M; 为 Ma 中 的 
任何 一 个 四 角 化 . 注意 ， M 的 根 r(M) = (Tao)! r. 这 就 有 


on = WGN + ah Mina: (9.4.21) 


将 (9.4.20) 式 代 入 (9.4.21) 式 ， 有 


db = i— "3 (9.4.22) 
再 将 (9.4.18) 式 代 入 (9.4.22), 有 
. _ 2yakePh(yat,) + 2yq1, 
qp = Vis, . (9.4.23) 
H (9.4.23) 和 (9.4.19) 式 ， 有 
a * 1— M 1. 
PN(¥4ng} = TI = Ta (9.4.24) 
最 后 ， 用 (9.420) 式 ， 荐 得 引 理 ， 4 


根据 对 侦 性 ， 由 (6.4.15) 式 可 得 相应 的 带 根 一 般 { 即 允许 长 为 
2 BEER) 平面 四 角 化 的 计数 函数 的 参数 表示 . Ri, SRA TA 
般 平 面 四 角 化 ,可 通过 用 Mig 中 根 面 边界 为 2 OM, (UR Ma 
中 地 图 的 边 ， 根 边 例 外 ， 而 得 到 . 进而 ， 导 出 ot, MSR. 最 
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后 ， 根 据 引 理 9.4.5, 导出 p* 的 参数 表示 . 通过 检验 (9.4.20) 式 给 
出 的 微分 方程 ， 可 以 得 到 


Nz-a(n) = Noaln — 2), (9.4.25) 
其 中 N,.(n — 2) 280 (RU 0 —2 个 内 节点 的 ) 带 根 平面 真 四 角 化 的 
RAM N-n) HRA n 3288 c 网 的 数 月 ， n26. 
定理 9.4.3. 其 有 刀 个 内 节点 的 带 根 平面 真 四 角 化 的 数目 为 


N; (n) = (—1)”2 + Rs, (9.4.26) 


其 中 Rag 由 (9.2.22) 式 给 出 ， n>. 
证 由 (9.4.25) 式 和 (9.2.20-21) 式 直接 可 得 . h 
事实 上 ， 这 就 说 明 e 网 与 平面 真 四 角 化 之 间 存 在 一 个 1-1 对 


W. 而 且 ，(9.4.9-10) 式 ， 以 及 (*) 式 均 提供 了 它们 之 间 的 一 个 双 
射 (BI 1-1 对 应 ). 
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令 M 为 所 有 在 可 定向 曲面 上 带 根 地 图 的 集合 ， 曲 面 的 亏 格 
是 不 限定 的 ,对 M = (Z, 7) € M, 记 


% = (z, Jz, Z2z,... 7712] (9.5.1) 


为 与 X 关联 的 节点 ， 即 了 Ereg 处 之 轨道 Orbry(z) = vz. 严 
TAB, o, 应 为 Orbs(x) 和 Orbs(ax) 之 集合 . 因此 二 者 ， 具 要 知 
其 一 就 会 知 其 二 ， 也 就 允许 这 种 约定 ， M -a,a = e,(M), 的 根 为 
Jofr,r = r(M), S r € Jofr; Jr, TW. 4B, M-a 本 身 要 
仍然 为 地 图. 
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YEA 分 为 三 类 ， My, Mo 和 Mn. BD, 
M = Mr + Mau + Mar. (9.5.2) 


其 中 , Mi XH A OR, Mr = (MIVM € M — $, G(M- 
a)A iH}. 由 (9.5.2) A, AR Min = (M| VM € M — 9, G(M — 
aJ. 
这 里 所 考虑 的 计数 函数 为 
fu= S52), (9.5.3) 


MEM 
其 中 m(M) 为 M 的 度 . 
引 理 0.5.1 ^ May = {M -aM € My}, a = ec ( M), 则 有 


|Man| = |M x mj. (9.5.4) 
”其 中 ， x 表示 Descartes KR. 


证 对 任何 M = (0,7) € M x M, M = M, + Ma, M; = 
(w; Ji) E M, i = 1,2, 可 唯一 地 构造 地 图 M' = (47) 使 得 
E = X + Kr! 8 J' 仅 在 二 节点 ve = (rra Jara. J; ra) 和 
ter = (arri Juri, dr i) ABS A M Z, Bl 7, RR. B 
R. M'e M. XH e (M^) = Kr’ Hid, 有 MM' e My. BB 
iE, M-M'-o,a —e(M'). Ik, M € Mam. 

另 一 方面 ， 对 任何 M = (4,7) € May, 存在 崔 一 的 M' € 
My % M = M' — a', o! = e{(M). Mn PARRER, A 
M = M; + Mx. BŘE, M, MEM. $k, M e€ AA x AA. 

综合 上 二 个 方面 ， 可 知 (9.5.4) # RK EJ JF 1-1 对 
Ré. 从而， (9.5.4) 式 成 立 . 4 


对 于 M= (&,J) € lm, 因为 M—a14yxt —71T- 5 HI, M-a 
的 根 有 了 两 种 可 能 ， r(M — a) = Jr(M), 34 *(M) = Japr(M); 
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JaBr(M), 否则 . & M = (4,7) = M — a, a = Kr, r = r(M). 
Rep, £= X- Kr 和 当 Iapr # r t, J COP tr = 
(Jafr, J?afr, ...,J ofr) 和 oz, = (Jr, J?r,---, 71r) 处 与 
JAR; SH, MKr 为 自 环 时 ， J 仅 在 节点 


Up = (Jr, J?r, ++, Jr) 


处 与 了 不 同 . 对 后 者 ; 只 有 一 种 方式 从 M 产生 M. 然 ， 对 前 者 却 
可 以 有 | 这 |/2 种 方式 从 M 产生 M. 事实 上 , 由 可 定向 性 ， 这 在 群 
Vy, Bit H = (o8, 7) 所 生成 的 群 (n8, 7), 之 下 怡 有 二 个 轨道 ， 
正如 81.1 中 所 述 . 记 #, 为 =r( 履 ) 所 在 的 那 一 个 轨道 ， 自然， 
I| = |#|/2,. 这样， 对 任何 z e 4, 均 可 唯一 地 造 出 M = (Z, 7) 
使 得 2 = £ + Kr 和 J 在 二 个 节点 办 = (ra, Ja, , P 2) 和 
var = (adir, P, J7,---.. J bh JT RR. 综合 上 述 的 二 种 可 能 
性 ， 就 有 [| 1 = am(M) + 工种 方式 由 M & Man 反 推出 
M € Mm. 注意 ， 这 里 的 m(M) 是 M 的 边 数 ， 如 (9.5.3) 式 所 给 
出 的 ， 而 不 是 如 前 常用 的 根 面 次 . 


BI 9.5.2 + Mam = (M — alVM € Muh}, a = e, (M). 
Man 7 M. (9.5.5) 


证 因为 对 任何 M € Min, 可 以 看 出 M-a 也 是 一 个 地 图 ， 
有 M e A. 从而， Man CM. 

RZ, WEA M € Ad, 可 以 用 上 述 2m(M)+ 1907] kr EE— 
种 构造 一 个 地 图 M' e Min 使 得 M =M — o, o! = e, (M'). 这 就 
BK, M € Aur. Kit, BA MEC Map. h 


为 方便 , WHM) Ah M € 用 上 述 方式 所 得 的 那 2m(M)+ 
1 个 地 图 M € Min HERE. 
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引 理 9.5.3 对 Min, 有 


Mur - >- H(M). (9.5.6) 
MEM 

证 对 任何 M = (X, J) € Mm, $ M = (5,7) = M - a, 
a= Kr, r = r(M). SX E, M Xitktg XY = X— Kr 和 当 Kr 为 自 
HM, J 仅 在 节点 v5 = (Jr, Pr, Tr) BM, ELVA 
v; = (Jof, J?^ofr,..-,J"lofr) Al uz, = (Jr,.J?r,---.,4 ir) 
处 与 7 不 同 所 唯一 决定 ， 易 见 ， Jr, Jabr HRT Uy, Ë = 
{ab J}, 之 下 在 志 上 的 同一 轨道 . 由 引 理 9.5.2, 可 知 M 为 (9.5.6) 

式 右 端 集合 中 之 一 元 素 . 
RZ, WHAM E€ HM), M e AA, AX M-a, a = e,(M), 
仍然 是 一 个 地 图 ， 自 然 M 也 唯一 地 决定 Mo 中 的 一 个 元 素 . h 


从 引 理 9.5.3 的 证 明 中 ， 可 以 看 出 ， (9.5.6) 式 同时 也 提供 了 
二 端 集合 之 间 的 一 个 1-1 对 应 . 

Zi, AR SES Mi, Mi 和 Mor 贡献 给 由 (9.5.3) 式 所 
示 的 计数 函数 fa 的 部 分 fu fu 和 far. 

HA e RAH, PA 


f. = 1. (9.5.7) 
根据 引 理 9.5.1, 注意 到 根 边 的 贡献 +, 就 有 
fa = 2f},. (9.5.8) 


热 后 ， 基 于 引 理 9.5.3, 有 
fur == > (2m(M) + 12700 


MEM 
=zfu+2z Ý, m(M)o™) (9.5.9) 
MEM 


d 
= zf. + 2a? fm: 
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定理 9.5.1 基于 函数 f= f(z) 的 方程 
= = -—1+(1-— z)f — zf’ (9.5.10) 
f fik fo — f(0) 1, ÆR C{ 吕 zj, 咬 为 整数 环 ， 中 是 透 定 的 ， 
面 且 ， 它 的 这 个 解 为 f = fj, 如 (9.5.3) XS Bom. 


证 前 一 结论 可 如 常 法 证 明 , 这 里 仅 证 后 一 结论 . 根据 (9.5.2) 
X, JA (9.5.7-9) 式 ， 即 可 知 fa 为 方程 (9.5.10) 式 的 一 个 解 。 H 


按照 定理 9.5.1, 可 以 将 f 视 为 z 的 震级 数 ， 求 出 (9.5.10) 式 
二 端的 乔 级 数 表 示 . bd ET ME LT X "E 
可 确定 出 f 的 各 项 系数 ， 从而， 也 就 确定 了 f £94. A, A 
也 自然 验证 了 方程 (9.5.10) 式 的 适 定 性 . 然而 ， 由 于 产 项 的 出 现 ， 
使 这 个 过 程 变 得 过 于 复杂 … 这 样 看 来 ， 直 接 或 间接 地 解 这 个 二 次 
方程 ， 就 应 该 值得 考虑 了 . 

至 少 不 可 定向 地 图 ， 即 地 图 在 不 可 定向 曲面 上 的 计数 ， 看 来 
TESGSZTMIAR. 不 管 怎样 ， 为 简便 ,这 里 只 讨论 一 个 节点 的 人 情 
形 以 示 一 般 ， 

令 2 为 所 有 只 一 个 节点 的 带 根 不 可 定向 地 图 的 集合 . 将 分 
为 如 下 三 类 Lh, Ur 和 ¿An 使 得 


“= + Ug + Un, 


其 中 14 仅 由 不 可 定向 自 环 地 图 L, = (Kr, (r, 87), 如 81.1 所 述 ， 

邯 在 射影 平面 上 的 一 条 边 的 地 图 ， 组 成 ， Wn = {MVM eu — 

L2, M — a 是 可 定向 和 的}, 和 自然 地 ¿ar = (MIVM € — Ls, M — 

a 是 不 可 定向 的 }. 这 里 ,与 前 面 一 样 ，a = e,(M), 即 M 的 根 边 . 
BOTE B TERCER c 


gu = 》 gm, (9.5.11) 
Meu 
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其 中 m(M) 为 M 的 度 . 
首先 ， 容 易 看 出 ， ¿4 献 于 gu 的 部 分 
gt = z, (9.5.12) 
理由 是 L 只 会 一 条 边 . 


对 于 M=(4,J)eln, 由 于 M —a 是 可 定向 的 ，M 的 根 节 
点 只 能 是 如 下 形式 : 


v, (r Br, 72r TT) = (r Br, R). 
而 这 时 ， M-a 的 根 选 为 Jar. 
引 理 9.5.4 4 L ={M-alyM Eln}, a = e,(M). M, 有 
Um = D, (9.5.13) 
Xv D&RA—ACE A AR Y S m 394 H S E 6. 但 将 节点 地 图 
HERE DH. 


证 首先 注意 , AA Ly = (Kr, (r apr) £u. AR, ó Z Han. 

MEY M = (24,7) € Utm, B. M! = (4',7') € l RB 
M=M'-d',a'=e{M'). Ki, X - Y - Ke! 3 7! 仅 在 节点 
v» = (or',r, Jr,---, Jr, adr) 处 与 了 不 同居 为 从 M' € Un, 
易 检验 ，M 是 可 定向 的 , 具有 一 个 节点 , m B. M Z 9, RAM € Dp. 

另 一 方面 ， 从 任何 M = (X,Z) e D, 总 可 造 一 个 地 图 M' = 
(4,7) ER X = X + Kr AT 仅 在 节点 


Up = (r^, Br', Jar, we Jar, ar) 


处 与 了 ^l. HM 的 可 定向 性 ， 知 M'em. X. 可 以 看 出 ， 
M = M' —a', a! = e (MI). 这 就 也 有 M EU m. h 


注意 ， 在 引 理 9.5.4 的 证 明 中 ， 同 时 提供 了 (9.5.13) 式 二 端 集 
合 之 间 元 素 的 一 个 1-1 对 应 . 
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4 h = fo(z) 为 D 的 以 度 作 参数 的 计数 函数 . 则 由 引 理 9.5.4, 
Un WRF gu 的 部 分 为 


gu = Y 2™M) = zh. (9.5.14) 
Men 


313 9.5.5 4 Um = (M — a|vM € tán), a= e,(Af). Wi, 
4 
Uam =H. (9.5.15) 


证 WT M e Lam, & M € Un 使 得 M = M-G, a = e,(M). 
这 样 ， 由 M 的 不 可 定向 性 ， 可 知 M eu. 

反之 , 对 于 M = (x,7) e u, 总 可 造 一 个 地 图 M = (4,79) 
EA £ = x + KF ü 7 UE 


Ug = (f, aff, f, Jr, t4 Jw) 


处 与 7 不 同 . 从 M FUB PHA, M 也 只 有 一 个 节点 .又 ， 
由 M 的 不 可 定向 性 , TM € Mim. A, TORR, M = M —a, 
à = e,(M). Aii, M eU. h 


进而 ， 对 任何 M = (7,7) e U, 下 面 将 会 看 到 ， 有 Lan 中 
的 X+ 个 地 图 M = (4,7) 使 得 M — ë = M, ë = er(MM). 
4 z € X, 使 得 对 的 根 点 有 形式 v, = (r, Rz, 95)， 则 可 产生 二 
+ MER £ = X + KEM 7 OMA v = (F,r, R,aBF,z,S) 和 
vs = (F,r, R, BF,z=, S) 确定 ， 因 为 = Jir, í = 0,1,--. ,2|⁄2| — 1, 
即 LXI 种 可 能 的 选择 ， 这 样 可 得 XA M fg M =M- 5 
外 ， 还 有 一 个 ， 它 的 J H uz = (Porro Tr, afr) 所 确定 . 
由 S1.1 中 所 提供 的 理论 ， 可 以 检验 ， 所 有 这 些 M 在 带 根 的 意义 
下 是 互 不 同样 的 而且， 全 是 不 可 定向 的 .再 由 M 的 不 可 定向 性 
可 知 ， 所 有 这 些 M e Un. 
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引 理 9.5.8 对 Lp, 有 


Un = >. (M), (9.5.16) 
MEU 
Xv. AM) 为 由 M fk Lig A FF 48 88 4m(M) + 1 EIE, 
集合 和 m(M) A Miu. 


证 对 任何 M € Mr HH 9.55, M = M —a € U. 因为 
M € &(M), 可 见 M 为 (9.5.16) 式 右 端 集 台 中 的 一 个 元 素 . 

反之 ， 对 任何 M —(X,J) 为 (9.5.16) 式 右 庄 集合 中 之 一 元 
素 ， 因 为 它 的 根 节点 只 能 有 如 下 三 种 形式 之 一 


(r, R, ofr, T), (r, R, Br, T) (r, R,T, apr) 


mM-M-a-(X,J)cu, 88 X = x - Kr, URS HB 
节点 (R,T) 确定 ， 由 Sl.1 中 的 公理 3, 可 以 检验 Meu. X H 
M =M —a€U, RH M € Lr, Bl (9.5.16) 式 左 端 集 合 中 之 一 元 
K. h 
从 这 个 引 理 的 证 明 过 程 ， 同 样 也 可 以 看 出 (9.5.16) 式 二 端 元 
素 间 的 一 个 1-1 NX. 
依 引 理 9.5.6, 法 可 导出 Umi 赋予 g = gu PRBS 


mm = z > (imm) + 1) 2(M) 
Mou 


dgu 
= 2 9.5.17 
Egu + 42 ( ) 


= z (ou + 4092) 


定理 05.2 FRKF SR gz) 的 方程 


4 = (1 z)g — z(1 + h), (9.5.18) 
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KY h= folz) ART & Mh RI A Pi A P 8 sÍ ERS D 的 依 
. 度 的 计数 函数 ， 在 环 LR}, RAR, FEER. WH, 
CRHEAMRA g= gu, 如 (95.1) RHR. 


证 同样 地 ， 这 里 只 验证 后 一 结论 . 
事实 上 ， 击 (9.5.12) 式 ， (9.5.14) 式 和 (9.5.17) 式 即 可 导出 定 
s. h 


剩 下 的 ， 就 是 要 确定 h, EED D Jj (9.5.2) 式 中 M FR 
进而 ， 还 有 D C Mu 容易 看 出 D REND 9.5.3, AD A 
Mn TI D 4-2, 9 ASA, REM. 这 样 就 有 

h= = > (2m(M) + 1)amen 


MED+9 
= z(h + 1) + ant (9.5.19) 
因为 在 D 中 只 有 一 个 地 图 的 度 为 上 即 d Sino = 1, 就 有 方程 


n2 = (1 — z)h — z; 


|, (9.5.20) 
从 这 个 方程 ， 解 得 
h= > xag gt i (9.5.21) 
在 此 基础 上 ， 由 方程 (9.5.18) 式 ， 即 可 得 
Fg 一 ess t (4n —3)077g, n > 2, (9.5.22) 


带 初 值 01g = 1. 这 就 使 得 最 终 求 出 正 项 和 的 显 式 ， 


829 = Hi+ Y H, a Hn - 4j +1), (9.5.23) 


isl j=l 
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其 中 H, = Oh 由 (9.5.21) RAH, Wn > 1. 规定 Ho = 1. 


89.6 注 记 


9.6.1 fA 89.1 中 所 有 的 分 解 与 [Liu13] 中 的 不 同 ， 这 里 
所 得 计数 函数 所 满足 的 方程 确 与 那里 的 一 样 。 说 明 具 有 7 条 的 带 
根 一 般 平 面 地 图 根 节点 次 为 m. 的 数目 , 与 根 面 次 为 m OMAR 
同 的 . 事实 上 ,这 就 印证 了 对 偶 性 . 因为 从 [Liu59] 中 可 以 看 出 , 带 
二 分 权 的 一 般 平面 地 图 , 与 3- 维 空间 中 的 纽 结 ， 建 立 了 对 应 关系 . 
这 里 的 方法 ， 可 以 用 来 考虑 纽 结 的 计数 . 


9.6.2 由 (9.1.24) 式 给 出 的 数 可 从 Tutte 的 文章 [Tut7] HE 
到 ， 不 过 这 里 的 方程 与 那里 的 不 同 ， Tutte 还 为 以 阶 和 度 计 数 带 
根 一 般 平 面 地 图 的 函 歼 握 供 了 一 种 参数 表示 [Tut13], 但 未 求 出 这 
个 函数 的 显 式 . 不 管 怎样 ， 诗 今 尚未 发 现 较 简 单 的 显 式 . 有 关 这 方 
面 ， 从 [Arg1-3],[Cor1-2],[CoM1],[CDV1],[CoR1] 和 [Cov1] 中 ， 还 
可 见 到 其 他 的 一 些 方法 与 结果 . 


9.6.8 用 与 89.1 中 相仿 的 方法 ， 还 可 以 讨论 双 无 环 地 图 的 计 
数 函 数 ， 这 时 ， 节 点 数 为 m MARA n 的 这 种 地 图 的 数目 是 = 
和 n 的 对 称 函 数 ， 首 先 ， 这 种 地 图 的 分 解 还 尚 竺 建立， 然后 ， 才 
有 可 能 导出 相应 的 计数 方程 . 


9.6.4 对 双 简 单 的 情形 , 也 有 如 9.63 中 提出 的 问题 , RAE 
这 方面 作 些 工作 ， 在 59.8 中 所 讨论 的 方法 有 待 发 展 到 这 一 方面 . 


9.6.5 BRM (9.3.27) AHR, K 3- 正则 c- 网 依 边 数 计数 
的 显 式 比 较 复 杂 . 但 通过 直接 建立 方程 ， 也 可 以 求 得 如 下 的 参数 
Bm 


7— (1-- 9 Z; fc = n(1 — n — )Z. (9.6.1) 
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依 此 利用 推论 1.5.1, 即 可 得 (9.3.28) 式 ， 

9.6.6 Æ [Brol] F, Brown 提供 了 了 四 盘 上 的 不 可 分 高 地 图 与 
四 化 角 之 闻 的 关系 尔后 , 在 [MuScl] F, Mullin 和 Schellenberg 
给 出 了 球面 上 c- 网 与 四 角 化 之 间 的 关系 . 在 一 般 曲 面 上 如 何 ， 尚 
待 研究 . 

9.6.7 在 可 定向 曲面 上 , 一 般 地 图 的 计数 由 Walsh 和 Lehman 
[WaLi-3] 发 起 ， 然 ， 在 一 般 的 不 可 定向 曲面 上 的 地 图 计数 尚 很 少 
有 人 问津 。 小 方 格 的 情形 ， 可 参见 [BCrij, (Gao3], [RoL3-4] 5. 

9.6.8 在 考虑 对 称 性 时 ， 不 同 构 的 平面 地 图 的 计 教 ， 可 参见 
[Lisl-5) 和 [Worl], 不 管 怎样 ， 在 一 般 曲 面 上 还 没有 什么 调查 . 

9.6.9 在 曲面 {可 定 的 与 不 可 定 的 ) 上 的 带 根 地 图 计 教 的 别 的 
Fe, WM [JaV1-3] 和 [Jac1-4] 等 . 


第 十 章 
色 和 方程 


$10.1 树 方程 


令 丁 为 所 有 平面 树 的 集合 ,因为 在 所 有 曲面 中 ， 包 括 可 定向 
的 与 不 可 定向 的 , 平面 树 只 可 能 嵌入 到 球面 上 ， 即 平面 上 , 所 有 树 
地 图 均 为 平面 树 . 

XPT T€ T, 4 mT) A(T) 分 别 为 工 的 根 节 点 和 根 面 次 , 
记 n(T) = (m(T),na(T),...), 其 中 n (T) 为 工 中 次 是 宇 的 非 根 节 
ASA, i21. A, 


T(mjn) = [T|VT € T,m(T)= m,n(T) = n). (10.1.1) 
对 给 定 的 整数 m > 0 ABA n= (m1,m2,…) 2 0, 这 就 有 
T= Y Tmn). (10.1.2) 


m20,n20 


容易 着 出 ， 若 m = 0, MAA n = 0, THEM T(m;n) Z 0. 3 
实 上 ， 这 就 确定 了 节点 地 图 ó. 也 可 以 记 


T=ú+T, (10.1.3) 
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其 中 
T= M, T(min). (10.1.4) 


m>0,n>0 
引 10.1.1 4 T(m) = (T — a|VT € T(m), m > 0, X t 


T(m) = 9 T(min) (10.1.5) 
n20 


fa a= e (T), r 35 Te T MH. Wi, A 
T(m) = T(m — 1) x T. (10.1.6) 
X €, x X Descartes 8. 


证 HEH TIQN,J)eT(m,HBdE—TT -(X,7)€ 
Tim), BRO Z Tim), EAT =T -d,d 为 T' 的 模 边 . 
由 于 树 只 有 一 个 面 和 平面 性 ， T' 的 每 条 边 均 为 制 边 AT = 
T, + T4 H T, = (AAA T; = (05,22) SAR. BAT, 
的 根 节 点 vn = (II mn 19) 和 T, 的 根 节点 为 w。 = 
(J'ór',---, Tr’), 6 = aB, 可见 它们 的 次 分 别 为 


m(71) = m(T') -1=m 


和 mT) > 0. XXX ODE, T, € T(m —1) fl T> € T, HH T' = 
Ti + Te en yy x T. 

EZ, HEAT = (4,7) € T(m — 1) x T, # T' = T, + T; 
使 得 T, = (41, A) € T(m — 1) Ri Ty = (0,4) € T. THH 
Xt— T T = (15,47) 418. X = XX + X; + Kr AT 只 在 节点 
ve = (rm Jim, 1 9710.) 和 


ver = (ér', Tq, Jaras EN IET- ) 
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处 与 Z, fü Ja BI. BH, ER a' 3€ Ti fü T; HRT. BR, 
T' # ó. BT m(T”) = m(T) +1= m — 1+ 1 = m, # T" € T (m). 
X, AT=T'—-a', #k T e€ Tim). 4 


31: 10.1.2 + Tim] = {TealvT € T(m)), m > 0, 其 中 
a=e(T)=e¢,r AT AR. A, 有 


Tin] = T(m — NOT. (10.1.7) 
这 里 ， @ 3821 所 示 ， 


证 对 任何 了 c Tim, MEET € T(m) 使 得 T= T' ec", 
a! = er, t HT HR. 总 可 记 了 的 根 节点 为 v = (r,S, R), 使 得 
RP m-1^ 5X, Pb |R| =m-1. Wi T" 的 根 节点 ve: = (s”, R), 
它 的 次 为 m. f&, (r,S) 和 (R) 分 别 可 避 开 (R) 和 (r,S) 扩张 为 
T 的 子 地 图 ， 易 见 ， 它 们 也 均 为 平面 树 ， 且 分 别 以 = Jr, 
s = |S|, 81r; = r AR. 但 它们 之 闻 无 公共 边 ， 上 只 有 一 个 公共 节 
点 Ur = Ve = vn. ARER T =+. 又， 因为 | 型 = m — 1, 
有 mt 人 mm) = m - 1, MEBA RH [(r,5)) = 0, Xi 7; = ó A 
r = r, f m(n)20 HL T, e T(m — 1) 和 T< T. A, 
T € T(m — 1) @ T. 

RZ, WHEAT € T(m — 1) @ 7, 由 于 了 = nin 使 得 
m(Ti) 2-m-1, T€ T(m-1) flT; e T, Wid (H) 和 (r,S) 
分 别 为 五 30 T2 MRA. AR, mi T IHR (r, S, R). 令 
T Aw — T 305. 下 7' 作为 根 边 ， 使 得 它 的 根 节点 及 根 这 的 非 根 
端点 分 别 为 (r, R) 和 (afBr',7,5). BRE, eT REIHE A 
Bj Wk T, NX 1, B, 


m(T”) = m(T,) +1 =m—14+1=m. 


Am, 7'eT(m) fk, ERB T =T ea’, o! = Kr = er, BT’ 
的 根 边 ， 即 得 T e Thm]. " 
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基于 引 理 10.1.1-2 ,可 以 确立 下 面 的 色 和 和 函数 


fr(P)= Y P(T, Ne™ O ThA, (10.1.8) 
TET 
其 中 P(T, 2), m(T), s(T) 和 n(T) 分 别 为 了 的 色 多 项 式 ， 根 节点 
次 ， 根 面 的 次 和 节点 前 分 向 量 ， 即 n(T) = (m(T) n2(1),--), 使 
f$ n (T) 为 工 中 次 是 i 的 非 根 节点 数 ，:i > 0， 所 应 满足 的 方程 . 
BITS RULES, EA m(9)—0,5(2) 20, #ün(9)= 0,# 


fa(P) =A, (10.1.9) 


Wo BEES X P(S-—A X, AMESMABAKA P(M) = 
| P(M 一 a) - P(M ea), 对 任何 的 边 a 均 成 立 ， 这 里 仅 取 a 为 地 图 
的 根 边 .由 此 ， 可 得 


InP) = 3 P(T — aj Ne™ Dye m (m 
ren (10.1.10) 
- > P(T o a; Ag D ya s (r), 
Ten 
为 简便 ， 记 (10.1.10) 式 右 端 第 一 个 和 为 fa ， 第 二 个 和 为 fe. 
依 引 理 10.1.1 中 之 (10.1.6) 式 ， 有 


fa = vz" fr (P) f (vfrtP; y), (10.1.11) 


其 中 fr(Piy) = fr(P)|s=y- 此 项 之 出 现 。 在 于 考虑 到 这 里 之 地 图 
的 根 节点 ， 是 由 下 中 地 图 ， 次 比 这 个 根 节点 多 1 的， 一 个 非 根 节 
点 引起 的 ， 
再 考虑 到 ,对 任意 二 地 图 Mi 和 M, # M = M.M , 则 它们 
的 色 多 项 式 有 关系 P(M) = (1/ 和 )P(Mi)P(Mz), 利用 引 理 10.1.2, 
就 有 , 
fa = EIP) Í (wfr(Piv)) (10.1.12) 
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其 中 fr(Piy) 与 (10.1.11) 式 中 的 意义 相同 ， 
定理 10.1.1 4 f ÉE z,z fs m R y= (uyo...) ABR, HW 


方程 
( -z2(1- i) / vh) faa, (10.1.13) 


其 中 fy =fery 在 所 考虑 的 级 玉环 中 是 适 定 的 . 且 ， 它 的 这 个 解 
为 了 = fr (P), 如 (10.1.8) Bros. 


证 由于 其 适 定 性 可 如 常 递 推 地 论证 ， 这 里 只 论证 定理 的 后 
一 个 结论 . 
首先 ， 根 据 (10.1.11-12) # 


fn(P)7 fa- fs 
=22(1- 5) iP) f (utra). 


MUS, H (10.1.13) 式 知 ， fr(P) = fo(P) + fn (P). EH 
(10.1.9) 式 ， 可 得 


fr(P) = A+ 2 人 1- E) iP) [ (ren). 


通过 整理 ， 即 导出 fT(P) 是 方程 (10.133) 式 的 一 个 解 . ñ 


虽然 方程 (10.1.13) 式 看 起 来 较 简 单 ， 由 于 二 次 项 之 出 现 ， 使 
得 这 个 泛 函 方程 不 会 很 容易 地 直接 求 出 它 的 简单 显 式 解 , 不 过 , 可 
以 讨论 带 一 个 参量 (Rz A 外) , 即 边 数 , MAAR. 也 就 是 FP), 
Mr-z-lHya-y5, i21 时 之 情形 ， 记 


g= Y` PT; Ay", (10.1.14) 
TeT 


其 中 n(T) AT Hie, MARK. 
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可 以 利用 与 上 面相 仿 的 处 理 过 程 ， 求 得 9 满足 方程 
(a ~y(1- 3)e) p= (10.1.15) 


I — 4 J U KO, His 


1- /1-4y(1— 3)A 
g- tryin aut 3A (10.1.16) 
2y(1 — 1) 
其 中 , 根 式 前 的 负 号 ， 是 由 9 必 在 所 考虑 的 级 数 环 中 ,而 确定 的 . 
基于 (10.1.16) 式 , 将 其 中 的 根 式 展开 为 4y(1 一 $) HMM 
后 ， 经 过 简化 ， 即 可 得 
"nm" > er (10.1.17) 
BA Cosi = e (EBA Catalan 8) d& n 条 边 的 带 
TORIO SE EI, (10.1.17) KH, n 度 带 根 树 的 色 和 为 Pin, dCi, 
E Pin, 4) = XA —1) RA n ENDESHA. 由 此 , 这 一 结果 
表明 所 有 树 全 是 唯一 地 2 可 着 色 的 . 进而 , 可 推断 出 方程 (10.1.13) 
式 的 一 般 解 . 


$10.2 外 平面 方程 


因为 任何 一 个 带 环 的 地 图 均 不 是 节点 可 着 色 的 ， 和 重 边 对 于 
着 色 与 单 边 无 异 ， 这 里 所 提 到 的 所 有 地 图 均 指 简单 的 ， 即 既 无 重 
边 也 无 环 . 还 可 进 一 步 简 化 ， 使 得 只 讨论 不 可 分 高 ， 即 2- 连带 的 
地 图 . 

令 AA 为 所 有 带 根 的 外 平面 地 图 (当然 , 不 可 分 离 的 和 简单 的 ) 
MRF. 而且， 规定 杆 地 图 落 在 其 中 . 将 AM 划分 为 两 类 ， 即 


M = Mo + Mr, (10.2.1) 
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其 中 Mo = Lo, 即 仅 由 杆 地 图 Lo = (Kr,(r)(eBr)) 组 成 . 
对 于 M € M, 用 mM) 表示 地 图 M 的 根 节点 的 次 . le 


M(m) = (M|VM € M,m(M) = m). (10.2.2) 


Mi=} M(m). (10.2.3) 
m>2 
同时 ， M(1) = Mo. 

对 二 个 地 图 M = (XP) fll M, = (Xa, P2) 它们 分 别 以 
ri — r(Mi) 和 rz = r(M3) AR, $ M = (X,P) 为 这 样 的 地 图 ， 
A X = X, + X, WP AB vpr, = (apri, T) 和 vr = (02,52) & 
成 一 个 节点 va = (apri ra, Sa TY) HBr = r 为 它 的 根 而 得 到 
的 .这 种 由 Mi 和 Mz 产生 的 运算 ， 被 称 为 HT,- 加 法 ,用 +, 表 
m, HIM = M + M, 为 HT,- fa. 相仿 地 ， 可知 二 地 图 集合 之 间 
的 HT.- Rik, 用 x, RR, UR HT,- $. 

因为 HT,- 加 法 既 不 满足 交换 律 , 也 不 满足 结合 律 , 对 于 M. = 
(W.P),íi=1,2,...,k, id | 


M = M, +, Mg Hr : ` ` ++ Mk 


H (XP) 使 得 X = TK fü P 为 节点 vpr, = (an, T) 和 节点 
Vra = (ripis Sua) 合成 为 一 个 节点 u = (almi roa Siti Ti), š = 
1,2,..,k—1, 所 得 者 . 且 取 它 的 根 为 > 一 my, 其 中 六 为 M 的 根 ， 
i=1,2,--.,k. M k > 2, 上 述 的 运算 被 称 为 链 HT,- i, M 为 
Mii = 1,2,-+-,k, 的 链 HT,- 和 . 相仿 地 ， 对 地 图 的 集合 ， 有 链 
HT,- 来 法 和 链 HT,- 积 . WH, HT- 运算 只 是 链 HT,- 运算 ， 当 
k = 2 时 的 情形 ， 


引 理 10.2.1 令 Min(m) = (M —a|VM € Mi(m) a = e, X 
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M 的 根 边 ， 则 有 


Ma = 》 Mim - 1) Mk. (10.2.4) 
k>1 


这 里 ， m 之 2 和 和 x 为 HT,- RH. 


证 Yt M = (2,P) € Mqay(m). 4 M' € AA(m) 使 得 M = 
M' — a!,a! = e,(M') = Kr’. W M 538 r 关联 的 非 根 面 为 


(aB, (Pañ)añe',... (Pag) afr’). 


由 不 可 分 高 性 ， 这 个 而 边界 形成 一 个 圈 . 再 由 外 平面 性 ， 天 个 节点 
VPap)apr'yV(Pap)sapr "S UPagjage 为 M = M' — a! 中 的 全 部 
WA. 记 它 的 +1 个 不 可 分 离 块 导出 的 子 地 图 为 Mo, Mi, Mx 
使 得 (PaB)aBr',(PaBY'aBr!,... , (Pap apr 分 别 为 它们 的 根 . 
同时 ， (Pafjafpr' 也 是 M 的 根 ， 可 以 检验 ， 这 时 有 


M = Mo +r Mi +. : - - +r Mk. 


由 于 M: € AA(m), m(M') = m. Mil, m(Mo) = m — 1. X, 
Mi,5 —0,1,:--, 全 是 外 平面 的 和 不 可 分 离 的 ， 由 M' 的 简单 性 ， 
自然 保证 了 M; 的 简单 性 ， 即 M € AL， 这 就 导致 M 是 (10.2.4) 
式 右 端 集合 的 一 个 元 素 . 即 ， 其 左 端的 集合 是 右 端 的 一 个 子 集 . 
反之 ， 对 任何 一 个 地 图 M = (X,P) 为 (10.2.4) 式 右 端 的 集 
ERTER, MFE k > 0, Al Mo, Mi,---, Mr E M B. Mo € 
Mim- 1) 使 得 M = Mo tMi c tM, 可 以 通过 添加 一 
^i Kr' 得 地 图 M' = (X',P», HPA = X + Kr’, MP’ R 
在 二 个 节点 vor = (afr, Pafry, P apre,- -, P apre apre) 和 
vp = (r'r, Pr,- ,pw-2=) Shs p RA. TARE, M' € Mim). 
A, HF M = M' -d,d = ep, A M € Ma(m),m > 2. BF, 
(10.2.4) 3 MK G b ROG AOL STD R. h 
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对 于 M € Mi, 记 M 的 根 节点 和 根 边 a = Kr 的 非 根 端 分 别 
有 形式 s, = (r, R), 和 vage = (eBr,s, S). & Mo = (M e a|VM € 
My. Wi, AA M ea 有 两 个 可 能 性 ， 简 单 的 或 否 ， 可 将 Moy 中 
的 地 图 分 为 两 类 ， Ms 和 Mn, 它们 分 别 表示 由 Mo 的 简单 的 和 
带 重 这 的 地 图 组 成 的 集合 ， 即 ， 


May = Ms + My. (10.2.5) 


对 于 着 色 ， 地 图 Me My 中 的 重 边 ， 总 可 以 约定 用 单 边 代 
之 . 为 方便 ， 记 M' = (X',P') € M 为 这 样 的 地 图 ， 使 得 M = 
M'ea!, a! = eo, BJ M' WHA. 而 且 , 在 M' 中 ,可 将 与 根 边关 联 
之 二 节点 分 别 写成 形式 ve = (rus, R) 和 tage = (afr',t, $, apl) 
使 得 (oBr'.(P'aB)aBr', (P'ap apr) = (opr',s,1) 为 与 a! 关联 
RAE. OM’ 的 外 平面 性 可 知 ， 是 一 个 割 点 ， 即 有 形式 
wi = (T, W, oa) 使 得 可 以 由 (us, = (T), tage, = (eBl,t,S)) 3 
JF (s>, = (s, R) vase, = (aBs,W)) 导出 M 的 一 个 子 地 图 M, Ç 
HRA n=l 反之 ， 由 后 者 ， 避 开 前 者 导出 M 的 另 一 个 子 地 图 
Ma, 它 的 根 为 mr = a. 定义 M, 和 Ma 之 间 的 edl- 加 法 , 用 H X 
示 ， 所 得 的 edl- # 21 


M = Mi 4| Ma (10.2.6) 


使 得 s= ofl 和 它 的 根 为 ” = t, 也 就 是 说 ， 依 约定 要 将 边 s 51 
合 而 为 一 边 . 相仿 地 ， 有 地 图 集合 同 的 edl- Rik, AxER 
edl- $R. 


Bj 10.2.2 对 Myn, 有 


My = M x| M = M2, (10.2.7) 
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证 由 外 平面 性 ， 对 任何 M' € My 使 得 M'ea' = M € My, 
那个 与 M' 根 边关 联 的 非 根 三 角形 面 ， 如 上 所 述 ， 有 {vap} 
和 (u, oas.) AM 的 分 高 节点 对 其中， vag = wes v, = 
Ur! Voss = Vi. 从 而 ,任何 M € My 均 会 有 (10.2.6) 式 之 形式 ， 这 
MEK, (10.2.7) 式 左 端的 集合 是 右 端的 一 个 子 集 . 

反之 , WF (10.2.7) 式 左 端 集合 中 的 一 个 地 图 M, 即 存在 M, 
M. € M 使 得 M = M, e| Ma. 为 方便 ， 记 M 和 M; 的 根 分 别 
Iri = i fll rz = s fl M HR r = t, WERE. 这 就 保障 可 以 
崔 一 地 道 过 淫 如 一 条 边 Kr 使 (sl opr) ERE en 关联 的 非 根 
面 得 M. AR, Me MN, 但 M' Z Lo. AT, M' € My. 然 ， 
M — M'ec', d e». HAE KIA Ks. k, M € My. 这 又 
PR, (102.7) 式 右 端 集合 是 左 端的 一 个 子 集 . h 


5]3 10.2.3 对 Ms, 有 


Ms = (M — Lo) x| M. (10.2.8) 


证 X M € Ms, + M' = (X' T") e Mp ÈA M = Med, 
a =en. AR, r M" 的 根 ， 由 于 M 是 简单 的 ， 在 M' 中 与 根 
a 关联 的 非 概 面 不 是 三 角形 .将 M' 的 根 节点 简 记 为 


Up = GE 8, Ra). (10.2.9) 


BR, Ra = (26,759... TO ARAE. dpi o 的 
AF838425 
van = (afr’,r, Ri). (10.2.10) 


HF, 线性 序 R = (J apr, J or... J agr). 由 此 ， 即 有 
M 的 根 节点 为 
Ue = (r, Ry, a, Ra). (10.2.11) 
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这 样 ，M 就 有 形 如 (10.2.6) 式 使 得 M 和 M. 分 别 以 (r, Rit), 1 5 
和 (s, R,) 为 根 节点 ， 由 外 平面 性 ， vg。 OA M — a' HA. R 
以 {vs va} 作为 M 的 分 离 点 对 产生 MI, Ms € M. 因为 M" 的 
Sa 关联 的 非 根 面 不 是 三 角形 ， Mi Z Lo, BEE. AT, Mz 
(10.2.8) 式 右 端 集合 中 的 一 个 元 素 ， 

友之 ， 对 任何 M 作为 (1028) 式 右 端 集合 中 之 一 地 图 ， 令 
M = M. +| Ms 8488 M. € M — Lo #l Ms € M. B, (ye M f 
根 节点 表示 为 形 如 (10.2.11) XX. 从 而 ， 可 唯一 地 得 M 为 通过 在 
M WEMEL, Rin—w Kr', 由 形 如 (10.2.9) 式 和 (10.2.10) 式 分 
MARI Ke 之 根 端 与 非 根 端 所 扩张 而 成 . B M' Lo. X, 
可 以 检验 ，M' e M. 从 而 ， M e Mr. 由 于 M = Med’, a 
M € Mp 又 因为 Mi x Lo, 考虑 到 简单 性 ， 与 o! 关联 的 非 根 面 
不 是 三 角形 ， 就 有 M € Ms. Bf, M 是 (10.2.8) 式 左 端的 集合 中 
的 一 个 元 素 . h 


现在 ， 讨 论 依 面前 分 的 色 和 函数 


ga (P)= V, PCM, Ne™ 00 200,800, (10.2.12) 
M€M 


BA mM), 5 s(M) 分 别 为 M 的 根 节点 , 与 根 面 的 次 , M n (M) = 
(ns( M), NA(MD,---) 为 M 的 面 剖 分 向 量 , 即 n (M), š > 3, $p M 
中 次 是 i 的 非 根 面 的 数目 . 


由 于 Mo = Lo 和 Lo 没有 非 根 面 ， 它 的 根 节点 次 与 根 面 的 次 
BMA 1 5 2, 可 知 Mo 在 9M(P) 中 之 部 分 是 


SM, (P) = MA — 1)z22, (10.2.13) 


其 中 P(Lo) = A(A — 1). 
考虑 到 色 多 项 式 P(M,A) = P(M ~a, à) - P(M a, A}, Mi TE 
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9U(P) 中 之 部 分 有 形式 


gM (P) = > P(M — a, Xa 04) s (M)yn(M) 
MEM, T 
— Y P(M ea, Me™ 00,200, 
MEMI 


(10.2.14) 


分 别 用 g4 和 ga 代表 (10.214) 式 右 端 ， 前 和 后 的 求 和 式 子 ， 由 
(10.2.5) 式 可 知 ， 


ge = (x 4 x) P(M, X)gm (0 4M, (M), (9.2.15) 
1 2 
其 中 
2i > = > 
1 ME MEM, 
Mea€AMg MeaE Mar 


并 用 gs 和 ow 分 别 表示 (10.2.15) 式 右 端 ， 前 和 后 的 求 和 式 ， 

为 简便 ， 记 9 = ga (P) 和 h = geo. 由 引 理 10.2.1 和 考 
BASF M = Mi U M, Mi N Ma = s, 即 一 个 节点 ， 色 多 项 式 
P(M, X) = (1/4) P(Mi, A)P(Mg, A), 可 得 


z yk+2 k 
= 一 1 一 一 (三 , 
ga yE sat M) 
其 中 


Fa = V P(M,3, 0071800, 
MEM 


由 于 Pa = zh, 有 


(10.2.16) 
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根据 绰 理 10.2.3, 考虑 到 M 一 Lo 对 于 Mr 中 地 几 的 根 节点 疫 
有 贡献 ,以 及 色 多 项 式 P(M + Mz, A) = xr P(M1, A) (MS, X), 
可 得 


z 
= —— 2.17 


其 中 Gm 为 M — Lo RB gs 中 之 部 分 . 设 Min (10.2.6) 式 所 
m)- M; € M — Lo 为 与 根 边 关联 的 非 根 面 的 次 是 i > 3, 即 由 简 
单 性 它 至 少 是 一 个 三 角形 ， 的 地 图 . 由 于 将 M, 的 那 条 与 (10.2.8) 
AP M2{ 如 (10.2.6) 式 所 示 ) 公共 的 边 去 掉 ， 为 i 一 1 个 At 中 地 
AMS HT.- 和 形式 ， 依 与 确定 ga 相仿 的 方式 ， 注 意 这 时 对 M 
中 地 图 的 根 无 贡献 ， 和 当 Mi 中 地 图 的 与 根 边关 联 的 非 根 面 次 是 
i 十 1 时 ， 多 出 一 个 次 是 i 的 非 根 面 ， 有 


h s—1 
ou 
ary ue ( h Y 
E Vol (sz) ` 
由 此 ， 将 (10.2.18) 式 代 入 (10.2.17) 式 ， 即 可 得 


X-1* 2 wa Yita (ŁY . (10.2.19) 


2 Mit] 


(10.2.18) 


相仿 地 ， 用 引 理 10.22, 有 


m= n Tes Mae (10.2.20) 


定理 10.2.1 令 g 是 一 个 以 入 为 参数 和 以 azy = (vaya) 
为 变量 的 函数 ， 户 二 gs=1. m, TENIS 


(tm +b); 
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= XA -—1)z2 +g p (10.2.21) 
其 中 
g = V Wei (2) (10.2.22) 
i»2 Wt1 MA) 


在 所 考虑 的 级 数 环 中 是 适 定 的 , HH, Ei 3k AO RE g= glP), 
如 (10.2.12) RAR, fa h = ha) = gu P) 


证 首先 ， 检 验 由 (10.2.12) xx Br HI BS IR C a (P) 是 方程 
(10.221) 式 的 一 个 解 ， 由 【10.2.0 式 ， (10.2.4) 式 和 (10.2.5) An, 


ga (P) = ga (P) + gm (P) = gaa (P) + 94 — 95 
= QA, (P) + ga — (gu + gs). 


再 (10.2.13) 式 ， (10.2.16) 3, (10.2.17) 式 和 (10.2.20) 式 ， 经 过 

整理 即 可 得 9g = g (P) fll h = gm(p)|z=1 满足 方程 (10.221) xt. 
然后 ， 用 通常 的 递 推 的 方法 ， 可 以 证 明 这 个 解 在 所 还 的 级 数 

环 中 是 蕉 一 的 . 4 


HM, X Ruc-li- puis. 
这 时 ， 色 和 函数 


fulP)= >` P(M, xy 05, (10.2.23) 
MEM 
其 中 n(M) 为 地 图 M 的 边 数 和 M 为 本 节 中 给 定 的 带 根 不 可 分 离 
简单 外 平面 地 图 的 集合 . 
根据 上 面 的 讨论 过 程 ， 可 以 得 到 
fj) = AO Dye MED, — uA (LA) 


其 中 


falP) _ vialP) 


FMP A) = an D YAA- 
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通过 同类 项 合并 ， 即 可 得 
f. (P) = AQ ~ Dy t yfa«(P) 
y ity 
id Cos oe ae) Ae ce 
定理 10.2.2 下 面 的 关于 了 的 方程 
(ase u)! 
1-y)(1-1) MD 


(10.2.25) 


在 y 和 入 所 考虑 的 级 数 环 中 基 适 定 的 ， 且 ， 它 的 这 个 解 为 了 = 
fs (P), 如 (10.2.23) 式 所 示 . 


证 JA (10.2.24) 式 出 发 , 经 过 整理 可 以 验证 f = f (P) 是 方 
程 (10.2.25) 式 的 一 个 解 . 至 于 它 的 唯一 性 ， 可 以 将 SAA y IE 
级 数 ， 上 比较 方程 (10.2.25) 式 二 端 同等 项 之 系数 ， 从 所 得 递 推 式 之 
唯一 性 导 击 . h 


事实 上 ， 可 以 直接 在 (10.2.25) 式 的 基础 上 ， 利 用 推论 1.5.1， 
即 Lagrange 反 演 ， 导 出 S RAER. 是 否 有 简 式 的 显示 ， 尚 未 
可 知 . 
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在 这 一 节 , 令 AA 为 所 有 带 根 不 可 分 离 平面 地 图 ， 所 组 成 的 集 
合 - 但 注意 ， 自 环 地 图 L = (kr (napr) 不 在 M F. BEL, 
Ly 对 着 色 面 言 无 意义 .而 ， 杆 地 图 Lo = (Kr,(r)(Ge6r)) AME 
M 中 ， 
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将 At 中 的 地 图 分 为 两 类 ， Mo, 它 仅 由 杯 闻 图 Lo 组 成 ， 和 
M 为 由 其 他 所 有 M 中 地 图 组 成 ， 即 ， 


M = Mo + Ms. (10.3.1) 
这 里 要 讨论 的 色 和 函数 为 
Juna(P) = 95 PUM, X) MD nOD (Mis (M) (10.3.2) 


MEM 
其 中 p(M),q(M),m(M) 和 s(M) 分 别 为 M 的 非 根 节点 数 ， 非 根 
面 数 ， 根 面 的 次 和 根 节 点 的 次 . 

对 于 地 图 M = (X,P) € Mr, & mc(M —a) X M —a HR 
HAREE mM) PLUM. RH, a = e,(M) 为 M 的 根 边 . 
P vr 和 wpr, RB M 的 根 节点 和 与 根 边 关联 的 那个 非 根 节点 ， 分 别 
简写 为 如 下 形式 ， (Pr Ti 和 (a6rPagrS). MIF M —a s= 
(X-4,P-,) A X-a = X — Kr, M P-a 私 在 如 下 二 节点 处 与 了 P 不 
FJ: vpr(M — a) = (Pr,T) A vpagr(M — a) = (PaBr, S). KP, 
r(M —a) = Pr fl r(M) = r OMA M — a M ER. 它们 分 别 
为 M — a 的 根 节点 和 与 Par 关联 的 节点 . 

由 于 总 存在 最 大 的 整数 上 之 0 使 得 M — a 的 根 面具 有 形式 


(Pr, (P_aap)Pr, M (P. a By Pr, e-a (P aap)” Fr, “Thy 
Pañr, tts (Po) Pr,---, (P ,of)^ Pr,-- .) 


并 且 满足 op asyipr = Vip_ sapjyipr Š = 1,2, os h < j < 
Sfp < lk «c < h. BRE, ZERE M — a EBA kal 
A. BD, 

M -a = Mot Mit- -- My, (10.3.3) 
Xp +H 861 中 所 给 出 的 链 1v- 和 . B, Mo, Me My 的 根 面 
边界 分 别 为 (Pr,…, (Pap) Pr, (Pap) Pr, (Paap) Pr), 


((PaBy' Pr,- , (Pap Pr, , (Pap) Pr 
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((Pagy*Pr, ,Papr,…, (PaB8)" -iPr) 和 它们 的 所 有 非 根 面 均 
与 M ~ a 的 相同 ， 在 它们 的 根 面 边界 上 ， 下 面 的 线性 序 ， 或 者 说 
Af, ((P. ,aB)" Pr... (P-.a B) Pr} 


(Paap) Pr,- -, (P-. aB) Pr), (10.3.4) 
SP sog), , (P aB)" Pr), 的 长 度 分 别 为 
mo, = mc(Mo), mo, = mc(Mi),---, mo, = moe(M,). 
即 ， 这 些 线段 分 别 为 Mo, M1,… My 献 给 M 的 根 面 边界 上 的 那 
一 部 分 
引 理 10.3.1 令 Mu (s) =.(M — a|VM € Mr, s(M) = 8},a = 
e. (M), a 2 2. W, # 


Male) = 5 M. (o — DRM, (10.3.5) 
k>0 


X h x 为 861 给 出 的 链 1v- 积 ， 


Mi(s—1)= (M|VM € M4, (M) #3—1) 


M+ = V {M(1),---,M(m(M) - 1)} (10.3.6) 
MEM 


使 得 M(i) 5 M B BME mc(M()) = i, i= 1,2,---,m(M)-1. 


证 XHER M € Mais), M 具有 (10.3.3) 式 之 形式 . 注意 到 
Mo € M4 H (Mo) = s — 1 和 所 有 M; 1 < í < 均 可 以 是 M+ 
中 的 任何 地 图 . 这 就 意味 ， M 是 (10.3.5) 式 右 端 集合 中 的 一 个 元 
£. 

反之 ， 对 任何 M 为 (10.3.5) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 ， 它 具有 
(10.3.5) 式 之 形式 ,可 以 唯一 地 通过 添加 一 条 新 边 Kr’ 使 得 (r, R) 
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为 根 节 点 和 (ar, S) 为 与 根 边 关联 的 非 根 节点 得 地 图 M'. 其 中 ， 
(R) 为 对 (也 为 Mo) 的 根 节点 和 (S) 为 在 Mi 中 那个 有 标记 的 节 
点 . 因为 s(Mo) = s — 1, 有 s(M') = a. 又 , BAM =M -a 
M M' € Mr, # M € Mpls), B (10.3.5) 式 左 端 集合 中 的 一 个 元 
x. h 

另 一 方面 ， 因 为 有 自 环 的 地 图 对 于 着 色 是 无 窒 义 的 ， 可 以 具 
讨论 My = {MYM € Mi M «a EAH}. 对 于 任何 M € May, 
总 存在 一 个 整数 k > 0 使 得 


及 ea 一 Mo 十 .Ja +-- - ME, (10.3.7) 


其 中 +: 表示 内 lv 加 法 ， 如 $71 中 所 给 出 和 的， 并 且 所 有 M. € 
Mi —0,1,2,...,k. MEE, Meat RAW. GI, 
m(M e= a) = m(Mo) = m(M) — 1. 

事实 上 ， 可 以 设 M 的 根 节点 ， 以 及 那个 与 根 边 关联 的 非 根 节 
点 ， 分 别 有 如 下 形式 ， 


(r, 8k, Sks S&-1; Sy-1, "` 80; So) (10.3.8) 
和 
(afr, to, To, ti, T1, - - , ty, Tr) (10.3.9) 


使 得 对 任何 s, 存在 一 个 整数 0 (Po) s = tipni = 0,1,-+-k, 
tepi = to. RE, M: 就 是 Mea 的 以 (ti, Tisi SJ) 为 根 节 点 所 扩 
张 的 子 地 图 ， M: 的 根 ri = t. i= 0,1,---,&. 线段 (s,,S0 被 称 为 
标记 的 ， 并 且 记 其 长 度 为 sc(M.),i= 0,1,-..,k. 

引 理 10.3.2 4 Mqy(m) = [M s a|VM € Mi,m(M) = m), 
a=e,(M). 则 ， 有 


Mim) = > m- 1)» At, (10.3.10) 
k>0 
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其 中 x 为 如 .3 中 所 示 的 内 iv RE, UR 


M(m — 1) = {MNM € M,m(M) = m— 1) (10.3.11) 


M= Y {M(), MQ), +++, M(s(M) - 1)) (10.3.12) 
MEM : 

使 得 Mi) 全 与 M HK, 并且 sc(MQ)) = i =0,1,2, ---, e(M)- 

1. 


证 XM € MO (m), 存在 一 个 好 < Mr, mM) = m, 使 得 
M = M sà, rh a=e,(M). 由 于 M 具有 (10.3.7) 式 之 形式 ， 从 
上 述 可 以 看 出 ， M 是 (10.3.10) 式 右 端 集合 的 一 个 元 素 . 

RZ, MF M, m(M) =m 一 1, 为 (10.3.10) 式 有 端 集合 中 之 
一 元 素 ， 由 于 M 具有 形 如 (10.3.7) 式 所 示 ， 可 以 唯一 地 通过 辟 分 
M 的 根 节点 o. 为 二 个 节点 vs 和 vas, 其 中 KF 为 新 添加 的 边 使 得 
六 为 所 得 地 图 M 的 根 ， 这 里 ， 若 记 M 的 根 节点 w = 


(tu, To, ti, Tis mE tk, Tk, Sk; Sk, 8k—1, Ska 171580, So), 


r= to, 就 有 vs 和 vsr 分 别 如 (10.3.8) 式 和 (10.3.9) 式 所 示 . 但 
要 将 那里 前 r 变 为 客 易 验证 ， M c M HM = Mea H 
m(M) = mM e ü) +1 = m. 这 就 意味 ， M € Mmim) B, 
(10.3.10) 式 左 端 集合 中 之 元 素 . h 

下 面 , 看 一 看 Mo 和 At RS AC) 的 部 分 是 什么 样 的. 对 
Mo, 因为 只 会 这 个 杆 地 图 La, 它 只 有 一 个 非 根 节点 ， P(Zo) = 1, 
无 非 根 面 q(La) = 0, 根 面 的 次 为 2,m(Lo) = 2, 根 节点 的 次 为 1, 
s(Lo) = 1 和 其 色 多 项 式 为 P(Lo, 4) = A(A — 1), RA 


fx (P) = ACA — 1)zz?t. (10.3.13) 
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对 于 Mr, 考虑 到 PCM, A), P(M 一 为 与 P(M ea, 和 ) 之 间 的 
KR, A f(P, Mi) = 


Y^ P(M — a, Nar (M) Otia 
MEM] 


- Y  P(M ea, Ayer MY aM) em Ms), (10.3.14) 
MEMI 
WAS, 3€ (10.3.14) 式 右 端 前 ， 后 求 和 项 分 别 记 为 fa, fp. 
为 求 fay 先 注意 到 


P(Mot Mr, M) = A7 P(Mo, 3)  P(Mx, A), 
然后 用 引 理 10.3.1, 有 


1 
fa — tf]. 9 xE (hm), (10.3.15) 
k>0 
其 中 
fa = M, P(M, Aay gmo(M)gs( M). 
MEM, 


ho, = J, PUM, dln (D zme), 
MEM4 
B, hma = f M+ lexi- 
考虑 到 对 M € M,mo(M) 的 变化 范围 为 从 1 到 m(M) - 1, 
就 有 Jm = 


m(M) 
y P(M, Aja?) ye x 


MEM i=l 
M 
= y qna y (2 = 2 suu) (10.3.16) 
MeM 2 一 主 
= 8, f, 


1 
zr» 
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其 中 = fm(P) 8 8, 50,429 (0.6.8) 式 给 出 的 (2,1)- 差分 ， 
相应 地 ， 有 
hm, = Oh, (10.3.17) 
EP h = f=1 = faA(P)k=1. 
基于 (10.3.16) 式 和 (10.3.17) 式 ， 从 (10.3.15) 式 就 得 


k 
fa = vata, Y (SF) 


k20 


_ wzt6,f 
= —. 
1- PULL 


(10.3.18) 


AR fo, 要 注意 到 
P(Mo 4- ce +My) = A^ P( Mo, A) “* : P( My, A). 


然后 ， 用 引 理 10.3.2, 可 得 


k 
1 


fp-2cHfa, £3 (10.3.19) 
0 
其 中 
fa = > P(M, Ajar yM) mI MD tac UT): 
MEM 
dm = y P(M, Mr? (M), 004) o (MD, 

Me Zh 

即 da = Í s=. 


考虑 到 对 任何 Me M, WK 5c(M) = 1,2,:--,s(M) —1 产生 
AA tp a(M) 一 1 个 地 图 ， 即 可 得 fa = 
Y^ PUM, Aarya) nan — t 
MEM ~ (10.3.20) 


= f, 
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其 中 f = fA(P) A 


MAM — t 
da = J, PUM, yg ON 
Mem (10.3.21) 
= Od, 


其 中 d= fi.) = fs (P)]z-1- 
根据 (10.3.20) 式 与 (10.3.21) 式 ， 从 (10.3.19) 式 即 可 得 


fa= E (10.3.22) 
1- zoe 


定理 10.3.1 下 面 的 关于 f= f(z,y,z, A) 的 方程 
(1 - $a.s*) (1- xe )(r- 20 — nex) 


= zt (v (a 一 50") Bef - z(1 - AL ， (10.8.23) 


其 中 ft = fro @ ft = feas 在 所 考虑 的 级 数 环 中 是 适 定 的 ， 而 
且 ， 这 个 解 为 了 = fu (P), 如 (10.3.2) RHR. 


证 这 里 仅 论证 后 一 个 结果 ， 即 f = fa (P) 为 方程 (10.3.23) 
式 的 一 个 解 ， 关于 适 定 人 狂 ， 则 将 会 在 $10.5 中 讨论 . 

由 于 f. (P) = fou, CP) + faa (P), 从 (10.3.13) 式 ， (10.3.14) 
式 ， (10.3.18) RAI (10.3.22) 式 ， 可 得 


f = fx (P) = fas (P) + faa (P) 
wt 
1 — £&d 


y2td, f 


= A(A-— Dzz?t — . 
Q7 Des 1— 18, 


+ 


将 右 端的 第 一 项 移 到 左 端 ， 再 二 端 同系 


1 1 : 
(1 ~ x63)( — 58h), 
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注意 到 4 = f* 和 名 = ft, 即 可 知 f = fx (P) 满足 方程 (10.3.23) 
式 . h 
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令 Tri 为 所 有 带 根 不 可 分 离 的 近 平 面 三 角 化 地 图 的 集合 ， 自 
然 ， 它 是 89.3 中 AL 的 子 集 ， 规 定 杆 地 图 Lo = (Kr (r), (eBr)) 在 
Tra 中 作为 退化 情形 , 对 任何 卫 E Tra, 记 p(T), aD) mT) 和 s(T) 
如 89.3 一 样 ， 分 别 为 非 根 节点 数 ， 非 根 面 数 ， 根 面 的 次 和 根 节 点 
的 次 ， 由 Eular 公式 (定理 1.1.2 09 p = 0 的 情形 ), 有 


q(T) = 2p(T) — m(T), (10.4.1) 
KPT e Tra. 这 时 ， $93 HEEL RENEA 36 29 
frxa(P)= S PC, Ajo SEED aT) mtr) sr), 


TéTrai 
分 别 用 zy 和 Vez 作为 gy 和 x， 即 得 


hral P= $^ P(T Ny D zm O0), (10.4.2) 
TETTY 


本 节 揭 目的 在 于 导出 hz, (P) 所 满足 的 一 个 方程 . 沿用 59.3 中 所 
提供 的 一 般 方 法 . 
相仿 地 ， 将 Tra 划分 为 二 个 子 集 ， 即 


Trei = Trivia + Tray, (10.4.3) 


其 中 Tri. 仅 由 杆 地 图 Lo = (Kr (r), (a6r)) 组 成 ， 和 Trin 由 其 
他 所 有 Tre 中 的 地 图 组 成 ， 


引 理 10.4.1 + To = (T — alVT € Tr]; a = e,(T). B|, £ 


Ta = T^ + TR, (10.4.4) 
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其 中 Te 是 ui 的 这 样 的 地 图 子 集 使 得 每 一 个 的 根 面 边 困 均 不 是 
—^ 2- à Xj. 


it 对 任何 TE Ty, &T ¢ Tri, S1 T - à = T, à = e(T). 
有 两 种 可 能 T € Tri RE. 因为 Tra 中 的 地 图 设 有 非 根 面 是 2- 
边 形 ， 前 者 意味 T 的 根 面 不 可 能 为 2- 边 形 ， 即 ， Te T^. 后 者 
则 意味 T 中 至 少 有 一 个 斜 点 ， 由 于 P 的 与 根 边 关联 的 非 根 面 为 
=A, T 只 可 能 有 一 个 割 点 ， 这 就 是 说 ， 工 = 至 +T, 其 中 
Ti, Te € Tri FA + 为 86.1 给 出 的 内 1v- 加 法 ， 人 了 从 而 ， 综 合 上 述 二 
可 能 ， 得 了 是 (10.4.4) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 . 

RZ, ME T = (X,P) 为 ((10.4.4) 式 右 端 之 集合 中 之 一 元 
素 ， 即 或 者 了 < T; RTE A. 若 前 者 ， 因 为 它 的 根 面 边界 
不 是 2 边 形 ， 可 以 道 过 洲 加 一 边 K; 在 T E. MOÓSOU OONGAÉ 
如 (F,r, R) 和 (af, S,ap(Papr)) f8 T. Kp, T 的 根 节 点 vr 和 
非 根 节点 woapapr 分 别 其 有 形式 (r,R) 和 (afPoafr,S). AR, 
P 是 确定 了 WER. BATARE, Tet, WHT Z Lo 有 
Te Trin, ËB T = -â á = K#, # T € Tin. 车 后 者 ， 同样 可 
通过 请 加 边 F+ AT Est — F: P, 使 得 个 e TH, HAT =T-G, 
à = Kf, EA T € Tay. W, BAT 为 (10.4.4) 式 左 端 集合 中 之 一 


元 素 . t 
考虑 到 着 色 的 实际 意义 ， 可 以 只 讨论 
fia = {TYT € Tra, T ea € Trai) (10.4.5) 
而 不 必 讨论 Tor, AB. WF 
Tay = (T e alvT € Tra y, (10.4.6) 


AP Tea HET 中 的 根 边 a 收缩 为 一 个 节点 所 得 到 的 地 图 ， 在 
这 个 过 程 中 ， 要 注意 将 产生 的 那个 2- 边 形 的 非 根 商 上 的 二 边 河 时 
合 而 为 一 边 ， 这 是 与 本 书 前 边 所 措 述 的 收缩 不 同 之 处 . 
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A(T) = (Tii=2,3,-.. ,s(T)+ 1). (10.4.7) 


其 中 五 , 2 < í < a(T)+1, 为 辟 分 边 epi-zr 为 二 边 Ky MK, ARS 
加 一 边 Ka, 使 得 用 三 个 节点 (r, Pir, y 2), (aBz, z, Pir, R), 
(aBz,oBy, S) RH T 中 的 二 节点 (7,---, Pn, P7?r, Pir, R), 
(oBP' +, S) 所 得 到 的 地 图 . AR, T 的 根 > 仍 保 留 为 T 的 根 . 
容易 看 出 ， s(Ii) =i, 2 <i<as(T)+1. 


引 理 10.4.2 ”对 于 Te 有 


Tri, = $^ A(T), (10.4.8) 
TET; 


其 中 Tri, A(T) AA (10.4.5) 式 和 (10.4.8) RH di. 


证 首先 ， 证 
Fi, = > AZ). (10.4.9) 
TETI 
对 任何 TE Tig, B Tea € Ty, 8 Tec A(T ea). 这 
就 意味 ， T 是 (104.9) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 . 反之 , T 为 
(10.4.9) 式 右 端 集合 中 之 一 元 素 ， 存 在 TE Tin f£ T € AQ). A 
为 T'ETea, 由 (10.4.6) 式 AT e Frp BI (10.4.9) 式 左 端 集合 
mz-—xE. 
然后 ， 证 
Ta) = Tri- (10.4.10) 


对 任何 T' € Ty, 由 (1045-6) 式 可 以 看 出 € Trey. E 
之 ， 对 任何 T € Tri, 因为 A(T) € Fri 和 对 任何 T € A(T), 
T'ed € Tri, t T” € Tri 这 就 意味 ，T Ee Tay. 

H (10.4.9-10) 式 ， 即 可 得 (10.4.8) 式 . h 
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FE, R Tra, 和 和 万 ai 分 别 在 hx, (P) 中 的 部 分 ho = hr (P) 
mh- hs. (P). 

因为 对 杯 地 图 Lo, gtLo) = 0, m(Le) = 2, s(Le) = 1 和 
P(Lo, 4) = 4A - 1), 有 


ho = (A — 1278. (10.4.11) 
ad 
ha= VS P(T- ay m) (10.4.12) 
TeTyi, 
和 
ha= 》 P(PeaytD ze), (10.A.13) 
Pert, 
则 有 
hr = ha — hp, (10.4.14) 


其 中 用 到 P(T, A) = P(T — a, À) — P(T e a, 2), 这 样 的 色 多 项 式 递 
eX. 
由 引 理 10.4.1 和 公式 P(T + Ta, A) = XP(D A) PU 2), 有 


EN 工 ， 十 
hA = yz (ħa +h ). (104.15) 
RE h = hz. (P), ht = hi 和 


ha = > P(T, Ay zm(T) eT) 
TETA (10.4.16) 
=h- zh. 


RE, h° A h BUDI > 作 未 定 元 的 级 数 中 ，z 的 系数 ,将 (10.4.16) 
式 代入 (10.4.15) 式 ， 即 得 


ha = yr t(h — 228 + inn). (10.4.7) 
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H (10.4.5) X, {10.4.7) 式 ， 以 及 引 理 10.4.2, 有 


hs= P P(T, My UD mO) 


TeTri 
s(T)+1 
= yz > PCT, yy) (T) > t 
T€Trvyi j=2 
2 T)+2 
= yz > P(T, Ag) green) — EM 
TETTri l-t 
= yzt^ó,h, (10.4.18) 


Ah 5, Arka (1.6.7) 式 所 给 出 的 (1,t} 差分 , 即 bh = (h* —h)/(1— 
t). 


定理 10.4.1 FERAW Z 32 R yt Mt q W Sk h 的 方程 


ht 
(w e + X) — z) h — yz?t*6,h 
+274(r(a ~1)z- yh’) =0, (10.4.19) 


其 中 At = he h° = 82h, 即 万 的 级 数 形 式 中 2 的 系数 ， 以 Ok 
A h W (l,t)- 差分 ， 在 所 考虑 的 级 数 环 中 ， 是 适 定 的 ， WA, 这 
TERE Rh = hra lP). 


证 关于 方程 (10.4.19) 式 之 适 定性 , 与 定理 10.3.1 相仿 地 , 可 
以 从 下 一 节 的 讨论 中 导出 . 这 里 只 讨论 后 者 , El, UE A = hn (P) 
是 方程 (10.4.19) 式 的 这 个 解 . 

HIT h = ho + hi, HP hi = Ag, (P), £= 0,1. 从 (10.4.11) $ 
和 (10.4.14) XX, A h = A(A — 1)z?t - ha — hp. 从 【10.4.15) 式 和 
(10.4.48) X, & 


ha— hp = yz t(h — zh + =n) — yzt*ó;h. 
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将 此 式 代 入 上 式 , 用 z BRAM, 经 过 整理 后 , 即 可 得 (10.4.19) 
X. AM, h = hrm (P) 满足 (10.4.19) XX. t 
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本 节 主 要 目的 ， 确 在 于 证 明 方程 (10.3.23) 式 的 适 定 性 ， 事 实 
上 ， 这 里 所 用 的 方程 是 很 具 一 般 性 的 ， 本 书 中 出 现 的 方程 的 适 定 
性 均 可 以 用 这 种 方式 论证 . 

为 方便 ， 令 


F = F(f,8,f,8.f,8,ft,8,f") 
= (x f-Q- 1)zz2t) (1 — X-18, ft)8, f° (10.5.1) 
— X“ lyzt8, f8,ft. 
由 方程 (10.3.23) 式 ， 有 
f= XA - 1)e2t+ (à f- 0 - bzz2t) aft 
+zt(yð,f — 2&f) +A *22td, fo f* + F. (10.5.2) 
将 f BAA z Ay 的 级 数 ， 记 rzy? 项 的 系数 为 


899 = F, (z,ti A), p > 1,420. (10.5.3) 


因为 有 p+1 个 节点 和 9 二 1 个 面 的 地 图 必 有 ptg 431, Fpl tà) 
是 z+ 以 及 参数 X 的 多 项 式 ， 根 据 算 子 8 的 线性 性 ， 有 


8,f =Y Y 8,F,.(z,t;i Aa" y, (10.5.4) 
p>1 g>0 
8f =Y 3 aF, (z t; Aor y's, (10.5.5) 


p21q20 
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其 中 


Ə,F,, = 3 3 Fpam (Az + +t, — (10.5.6) 
m2>2 s22 f 

a Fo = > 3 Fk ma 012" (t Ter), (10.5.7) 
m22522 


这 里 ， Fpa = pq(2, tÀ) 和 Fy,a,m.a (À) 为 如 81.4 中 所 定义 的 色 
Al. 
引 理 10.5.1 tp>1 # q=0, 4 Fpalz, t; A) = Fo, 
" — A}z2t, Sp =1; 
po = 


10.5.8 
0, $M. í ) 


证 因为 可 以 算出 (10.5.2) 式 右 端 只 有 第 一 项 是 > 的 一 次 每 
HT, MT SHY p— 114, F,o= A(A— 1)z2t. 这 就 是 {10.5.8} 
式 的 第 一 种 销 形 ， 当 yp 之 2 时 ， 考 虑 到 F 中 疫 有 一 项 不 含 y, H 
(10.5.2) 式 ， 有 


Fpo =)! $, Fig 002Fp-1-10(2, 154) 
o<i<p-2 


— (A ~ 12348, Fy-1,0(2,1;A) - ztÓLF, 10 (10.5.9) 


at 
+= M3 Folz 15 38 F, Lao. 
o<1<p—3 


利用 (10.5.6-7) zh, fi (10.5.9) 式 和 p= 1 时 的 结果 ， 可 得 
Fo =A Fya8, Fio(z 1A) — (A — 1)22t 
xƏ,F,o(z,1;A) ~ zt& Fio 
= AX (40 - 2210 — Dat) 


—(À ~ 1)24X(A — 1)zt = 0. 
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进而 , 车 对 任何 上 < p, 所 有 Feo 均 由 (10.5.8) 式 确定 ， 则 对 p > 2, 
有 


Foo =A M Fit1,082Fp-t-1,0(2; 15 A) 
O<i<p—2 


+) lz > 8,Fi41,0(2, 1; A)OFp-1-2,0 
o<iap-3 


= ACH ( Fh08eFp-1,0(2,154) + Fp-108-Fio(2,15)) 
At at (8. Fi olz, 1; \)8:F 20 
+9, Fy-2,0(z, 1; X)& Fio). 
利用 归纳 假设 和 OF io = 0, 可 得 
Fpo=0, p > 2. 


这 一 结论 与 只 有 一 个 不 可 分 离 平面 地 图 具有 一 个 面 这 一 事实 
相符 合 ， 它 就 是 杆 地 图 . 


引 理 10.5.2 3) a—1, 有 


F,i(z,t; A) = op (22H, (10.5.10) 
其 中 
apt (A) = (À - 3)a,(A) + (À — 1)ap-1 (å) (10.5.11) 
带 各 下 初 值 条 件 : 
alà) = XÀ — 1),es(À) = A(A — 1)(À — 2) (10.5.12) 


M p 2 1. 
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证 由 (10.5.2) R, 计算 zy 项， 有 
Falz, t A) = 2t8,(A(A — 1)z2t) 
= A(X — 1)2282 
= ox (À)z2#2 


和 F, (z. t; À) = 


Ai (Fab Fia Gs 1,3) + Fd, Fi o(2, 1; à) 
- (A — 1)27t8, P. A(2, 1; X) — tô Pa 
2X Go — 1)z22XA — 1)z + (A — 1)2262A(A — 1)2) 
— (À — D27tX(A — 1)z — ztA(A — 1)2?t 
= A(A - 122382 — A(A - 1) 
= MA - 1)(A — 2)z8#2 
= e (À)2382. 
这 就 得 到 了 (10.5.12) 式 的 正确 性 . 同时 ， 记 得 到 了 (10.5.10) 式 的 
p= 1 # 2 的 情形 ， 
一 般 地 ， 对 p 进行 归纳 ， 假 设 (10.5.10) AEA k < p 已 被 


论证 ， 往 证 对 p > 3, (10.5.10) AMM. 事实 上 ， 由 (10.5.2) 
式 ， 有 了 = Fp, 


Fpa = 971 (FL oð: Fp-1a (2,1; A) + Fi 0, (z,1:3)) 
—(À — 1)2t8, F, .11(2,1;À) — zt& Foi 
+A712tO Foz, 1; A)OcFp 24. (10.5.13) 


这 里 ， 由 (10.5.1) 式 定义 的 五 无 作用 . 根据 (10.5.13) 式 和 归纳 假 
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1 pat 
Fo = x (o 一 1)z ta, (À) D zi + apl APPA — Dy: 


i=1 
p—1 
— ztay(A)z^t — (À — 1)z?ta 3) 5 ` z 


i=l 


+ ZA- Dzap (ent 


= (A -D(a + ap) - as) rte 
= ffp41 (A)z?t12?, 
至 此 ， 引 理 得 证 , h 


Xs 5 AAE, A ARRALAR A 
PEP, RAMEE. 自 环 在 这 里 不 在 考虑 之 列 , Hn22 
条 边 的 图 地 图 为 


Cn = ( U Kw, [i o2). 
“一 上 


i-1 
其 中 To = En- 
引 理 10.5.3 对 g > 0, 有 Fi g(2, t; A) = Fig 
A(A — 1)27t, q = 0; 
1,q 一 


(10.5.14) 
MA — 122991 g > 1. 


证 当 p 一 0 时， 已 由 引 理 10.5.1 给 出 ， 因 为 在 (10.5.2) 中 ， 
只 有 zty0, f 这 一 项 对 Fa (z, t; À), q> 1, 起 作用 ， 有 


Fig = ztO, Fi qa. (10.5.15) 
由 于 Fio 已 知 ， 根 据 (10.5.15) 式 ， 立 可 得 
Fi = zt， (ACA 一 1)z2t) 
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= ztÀ(A — 1)zt 
= MA — 1)z22, 
这 就 是 (10.5.14) 式 的 4= 1 时 之 情形 . 
一 般 地 ， 对 q 用 归纳 法 ， 由 (10.5.15) 式 ， 有 
Fig = 2t0,(A(A — 1)27t*) 
= ztÀ(À — 1)zt* 
= A(A- 022nt!, 
从 而 ， 引 理 得 证 . 4 
为 方便 ， 采 用 
F(Fij : (5,3) < (p,q)) (10.5.16) 
作为 仅 与 jy, 1<p 和 了 <9 B i+i<p+aq 有关 的 一 个 函数 . 
X p > 2 fll q > 1, 由 (10.5.2-7) 式 有 


F=) M Y, Figs Fe-ig-s (2.553) 
1<í<p—105<3j59? 


—(A — 1)27#8, Fy-19{z,1;4) 
+2t8, Fp 9-1 + A 2t8, Fp q-1 
+ l Y M  Ə,F, (2,4) 


1<=i<gp-20<j<q 
XO Fp_i1,9-; — HOF y—1,9 


TF(F,; : (i, 3) < (p, q)), (10.5.17) 
其 中 最 后 一 项 由 (10.5.16) 式 给 出 ， 


定理 10.5.1 方程 (10.3.23) 式 ， 同 样 地 方程 【10.4.19) X, £ 
如 $1.5 给 出 的 级 教 环 CORDE m gs 2,2} PEE EIN. 
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证 由 引 理 10.5.1-2, 对 q = 1,2, p > 1, Fog 已 被 确定 ， 然 
后 ， 基 于 引 理 10.5.3, 用 (10.5.17) 式 ， 可 依次 对 4 = 3,4,---,p>1 
确定 pe 注意 到 从 所 有 这 些 Kg, 用 (10.5.3) 式 ， 就 确定 了 方程 
(10.3.23) 式 的 解 . 并 且 , 易 验 证 , 它 是 在 级 数 环 CRA); x,y, z, t) F. 
这 里 的 RD] 为 À 的 整 系数 多 项 式 的 交换 环 . ü 


相仿 地 ， 可 论证 方程 (10.4.19) 式 在 级 数 环 CIRIu, z y 中 之 
适 定性 . 


$10.6 itid 


10.6.1 与 $2.1 中 提 到 的 平面 树 计数 相应 地 ， 可 以 用 相仿 的 
方法 确定 方程 (10.1.13) 式 的 通 解 ， 即 依 节点 前 分 的 显 式 . 


10.6.2 基于 (10.2.22) 起 ， 无 县 地 可 以 求 取 方 程 (10.2.21) 式 
的 解 , 然而 , 考虑 到 外 平面 地 图 的 着 色 , 看 来 不 会 是 简单 的 , 像 外 平 
面 地 图 依 面 前 分 的 计数 那样 . 注意 ， 这 里 H 的 表示 式 ,， 与 [Liu47] 
中 的 形式 是 不 同 的 ， 有 关 这 一 专题 的 详细 情况 可 参见 [Liu47] 和 
[Liu50]. 


10.6.3 JFE (10.3.23) 式 可 在 [Liu40] 和 [Liu46] 中 查 到 . 在 
那里 还 讨论 了 一 些 有 关 问 题 ， 当然， 方程 (10.2.23) 式 之 通 解 至 今 
尚未 得 到 而且， 考虑 到 节点 谢 分 ， 对 一 般 平 面 地 图 ， 连 色 和 方程 
还 没有 得 到 . 这些 均 有 待 进一步 的 研究 . 


10.6.4 在 色 和 问题 方面 , CH Tutte 研究 对 于 平面 三 角 化 时 
BITE FT RR HEH, FFE SRT EET RA MR. 它 是 从 20 世纪 
70 年 代 开 始 的 [Tut21], [Tut23-24] 等 。 此 处 的 方程 (10.4.19) 式 ， 
实际 上 是 与 [Tut21] 中 的 方程 等 价 的 . 不过， 这 里 的 推导 是 基于 
[Liu40],[Liu43] 和 [Liu46]. 与 此 有 关 的 ， 尤 其 是 对 于 平面 三 角 化 的 
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色 和 ， 可 参见 [Tut16-18j, [Tut26], (Tut29] 等 ， 


10.6.5 在 310.5 中 所 描述 的 论证 方程 适 定性 的 方法 , 原则 上 
适用 于 本 书 中 出 现 的 所 有 方程 ， 甚 至 是 对 于 那些 带 有 一 个 线性 泛 
K., BAZARDA, AUBAN, RAS. 


10.6.8 在 亏 格 不 为 0 的 曲面 上 的 色 和 还 没有 任何 研究 ， 虽 
然 ， 对 于 其 上 地 图 着 色 的 色 数 的 研究 已 完满 解决 .这 方面 可 和 贿 见 
[Liu10-11]. 


10.6.7 对 于 3- 正则 平面 地 图 的 色 和 ， 节 点 着 色 依 况 ， 明 然 
已 得 到 了 方程 [Liu42], [Liu44-45], 但 看 上 去 十 分 复杂 ， 有 待 进 一 
步 简 化 . 


10.6.8 不 带 根 情况 下 的 , 即使 是 对 平面 地 图 的 色 和 , 到 目前 
为 止 ， 也 还 没有 任何 研究 . 


第 十 一 章 
林 和 方程 


$11.1 MARR 


—^ Bb, RADA SERERE, 00g — REN 
基准 图 中 ， 非 割 边 即 自 环 . Oh. XORHEDE DUBIE RU. > B 
是 所 有 带 根 双 梯 的 集合 ， 则 8 是 平面 自 对 偶 的 .为 方便 ， 将 节点 
地 图 儿 规 定 包 含 在 B, 作为 进化 情形 . 

这 里 所 要 讨论 的 焚 和 函数 ， 具 有 形式 : 


| fa(®2,y) = Y e (Boma (11.1.1) 
BeB 


其 中 om) 为 BB 的 根 节点 的 次 和 
n(B) = (n. (B),za(B),: ` :) 


A B BEN AMD, EH ni(B) 为 B 中 次 是 i 的 非 根 节点 的 数 
A, ixl. m XB) WR- X, Y 和 z 有 关 的 多 项 式 ， 如 
由 (1.2.3) 所 给 出 的 . 不 过 这 里 ， 对 任何 B 中 的 边 e W 


wí(e) = 1(mod 2) (11.1.2) 
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BETEA. 
首先 ， 将 B 划分 为 恕 于 形式 


B = By + By + Bn, (11.1.3) 
使 得 Bo 私 由 节点 地 图 5 ZUR, 
B; = {BIVB € B, B # 6, B e-(B) 为 自 环 }， 
和 由 双 树 的 定义 亲 知 


Bu = {BIVB € B, B Z 5, E e,(B) ww). 


343 11.1.1 4 By = (B -aB € Bi), WA 
Bm = BOS, (11.1.4) 


KE © 3 §3.2 中 给 出 的 lo- RH. 


证 MEE B c By , & Be By $98 B-à-B,áze(B). 
因为 五 是 一 个 自 环 ， 有 吾 = B+B. B. B, 和 Bz 中 ， 有 一 个 ， 规 
定 为 有 Bl， 在 5 的 内 部 区 域 ， 而 另 一 个 ， 即 B: 在 外 部 区 域 ， 由 双 
Weed, B, Bs € B. 从 而 ， Be Bo. 

RZ, WHE B= Bi 十 Bo € B92 B, < B,; = 1,2 , 可 通过 在 
召 上 添加 一 条 自 环 KF = à E B 和 Bs 之 一 , 规定 为 Bi , 在 内 
而 另 一 个 ， 即 Bs 在 外 部 ， 可 唯一 地 构造 得 B. BA. B-ac-B. 
因为 可 以 验证 ， 记 入. Anm, Be By. t 


^ Binim) = {Be a[VB € Bu(m)}, 其 中 a = e(B) 和 
Bu(m) = [B|VB € Bg, m(B) = m). Wi, A 


Ban = >> Ban(m) (11.1.5) 
m>0 
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Bu = V Bu(m). (11.1.6) 


mo 
33 11.1.2 341 m > 0, 有 


Bm(m) = B(m - 1)O $^ BG), (11.1.7) 


i20 
X B(i) = (BIVB € B,m(B) = i}, $2 0. 


证 对 BE Binim) 5 令 Be Bulim) 使 得 B= Bed’, 
o! = e,(B'). 记忆 的 根 节点 以 及 与 根 边 关联 的 非 根 节点 分 别 为 


ty = (r',P'r', R) 和 vg» = (afr, P'agr', S) 
HP 为 确定 B' ÉS S. HH, B 的 根 节点 为 
vy = (P'r', R,P'afr!,$). 


而 确定 B 的 置换 P 使 得 除 这 个 节点 外 ， 其 他 节点 均 与 P' 相同 . 
其 中 ，7=PYm 为 B 的 根 ， 分 别 记 Bl 和 Bo B' 的 由 节点 


u,, = (P'r', R) 和 vy, = (P'apr', 3) 


作为 根 节点 【从 前 者 避 开 后 者 和 从 后 者 避 开 前 者 ， 这 里 就 是 避 开 
Kr) 扩张 而 成 的 子 地 图 ， 由 双 树 的 坦 传 性 ， B,BcB. HES 
验证 ， B = Bi 二 Bo. AA m(Bi) = m(B') - 1, 和 存在 一 个 整数 
ii> 0, EA m(B:) =i. ARH, B 是 (11.1.7) 式 右 端 集合 中 
之 一 元 素 . 

RZ, #BA (11.1.7) 式 右 端 集合 之 一 元 素 ， 记 它 的 根 节 点 
为 如 下 形式 

v, = (r, R, 2, S), 
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4⁄8 B = 日 十 Ba 伴随 (r, R) 和 (s, S) 分 别 为 B, 和 B: 的 根 节 点 
H m(B,) = m-1 M m{B2) = i, i > 0, B, Bı € B(m - 1), 和 
Ba € Piso BY). WAU, 将 B RTAS A ve 和 ver, # 
引进 一 边 o' = Kr', 唯一 地 得 地 图 B'A B = B' eat, a! = Kr’, 
以 及 
ur = (r'r, R) 和 ua, = (o Br', 8, S). 

因为 m(B,) = m — 1, # m(B') = m(Bi) + 1 = m， 再 考虑 到 
B' € By, RA B c Bap(m), 这 就 是 (11.1.7) 式 左 端 集 合 中 之 一 
元 素 . h 


下 面 , 分别 求 取 Bo, Br Al By 在 由 (11.1.1) 式 给 出 的 falb; z, y) 
中 的 部 分 . 由 于 mA =0, »(0) = 0 38 (9) = 1 {由 (1.2.3) 式 )， 
可 知 


fa, (9; z, y) = 1. (11.1.8) 
基于 (11.1.1) 式 和 引 理 11.1.1, 有 
fa (Š; z,y) = 5 p(B)" yD) 
Bes, (11.1.9) 
—c(XzcY)f, 
KP f= fea) 在 上 式 之 推导 中 还 用 到 了 


6(B) = E(B1)E(B;), 


4% B= BAB, 时 并 考虑 (11.12) xx. 
在 (1.2.1) AKAME, HASA 1112, § 


fagit 切 = z(X + Yzf » 
f 
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其 中 f = falz, y) 和 


s = Yu >` e(B)yst 9 


f i20 BeB(i) 


= f y E(B) yat) 


¥ BEB 
= f vty 
y 
这 里 ， fy = fs (Š; Vy) = flz-y Afi, 有 


fsy (B52, y) = z(X «Yat f us. (11.1.10) 
y 


定理 11.1.1 4 f 3 z fü y = (gg. o). 则 方程 


_ 1-f7 z(Xz + Y) 
[v= zXrYs X4¥2 P (11.1.11) 


其 中 fy = fl|==y 9 X, Y, z ASK, 在 环 C(3t;z, y) ( 9n 81.5 中 所 
T, R&D X,Y,z 为 未 定 元 的 整 系 数 多 项 式 环 ) 中 是 适 定 的 .并 
且 ， 这 个 解 就 是 了 = felt z, y). 


证 关于 适 定性 , 原则 上 仍 能 如 510.5 所 示 . 这 里 只 证 后 一 个 
Git. + f = fel, s, y), & (11.1.3) X, 有 


F = fs, (%; z, y) + fp (Dim v) + fen (Š; z, y). 
从 (1L1.8-10), ， 得 


j= LesfQG KY) a(x Y 21 f yf 
y 


HAWW OMB Ain, RARR z(X +Yz)f ， 经 整理 后 ， 即 可 
8 (11.1.11) X. ] 
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mW kE X = Y = 1 #l z = 0, fll f AREK B 的 
e ari. MA, frm PIDE 


T 


n i oaa (11.1.12) 
y 


虽然 ， 从 形式 上 ， 这 个 方程 比较 简单 ， 似 乎 可 直接 求 出 了 的 
显 式 ， 以 至 简单 显 式 ， 但 不 会 是 容易 的 ， 

为 了 能 确定 B W — AS Be ay Sag A BY Bo. HE (11.1.1) 
Xx. BE u = yi > 1. 然后 ， 分 别 用 z 和 y 代替 zf/y y". 
m, pk. mn 8: 


fs(8;2, y) = V (Bjr Py, (11.1.13) 
BEB 


其 中 m(B) 和 n(B) 分 别 为 B 的 根 节点 次 与 度 ( 即 边 数 ). 

定理 11.1.2 由 (11.1.13) £ É H (e NE K p PE: 
d - zn XY = 
其 中 产 = flea = fs(%;1,y). 

证 从 Bo, By fl Bu xp f MATAR, BÆ (11.1.8-10) 式 中 之 相 
应 值 分 别 为 1 syzzcgyM—? cy(X+Vz)f fr. 由 (11.1.3) 式 ， 
有 


z'yf? + 0, (11.1.14) 


f21cz*uy(Xz-Y)f? -zy(X +Y2z) ff". 


将 左 端的 f 移 到 右 端 ， 然 后 同 除 以 X: + Y. 合并 同类 项 后 ， 即 可 
得 方程 (11.1.14). b 


KRM E, AW (11.114) 式 可 以 用 重 报 法 ， 或 者 特征 方程 法 
找 出 f* 与 # 的 适当 的 参数 表达 式 . 热 后 利用 推论 1.5.1 或 1.5.2( 即 
Lagrange iW) 求 出 f" 作为 y 的 级 数 表达 式 . 
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这 里 , 还 是 进一步 回 到 X =Y =1 和 z= 人 0 的 情形 .此 时 ， 
方程 (11.1.14) 式 变 成 


z^yf* + (zyf* — f+1=0. (11.1.15) 
而 且 ， 它 允许 取 z —1. 可 得 只 关于 f* 的 二 次 方程 
ay ft? — f* +1=0. (11.1.16) 
由 此 ， 可 直接 解 出 
f° = 1- v I~ 8y 
= y 


注意 ， 上 式 根 号 前 的 符号 是 由 f* Ay 的 非 负 整 系数 的 级 数 所 确 
定 ， 将 根 式 展开 为 y 的 级 数 ， 即 得 
f= y an (i = 2)! e 


= (i — 1)H! 
用 变量 代 换 所 三 ?一 十， 


a > rn (11.1.17) 


RH, y HRABRE n 的 带 根 双 树 的 数目 . 

再 考虑 到 双 树 的 自 对 偶 性 ， 基 于 (11.1.17) 式 ， 还 可 导出 以 非 
根 节点 数 和 非 根 面 数 作为 参数 的 计数 函数 

fs(z, y) = Y; oF), (11.1.18) 
BEB 

Ep, (B) $5 j(B) 分 别 为 B 的 非 根 节点 数 和 非 根 面 数 . 

在 (11.116) 式 中 ， 用 FEY 代替 y, 就 可 导出 (11.1.18) 式 给 出 
的 函数 的 一 个 显 式 


fs(z.y) = NY rien zy). (11.1.19) 
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事实 上 ， 由 定理 1.1.2 (BI Euler 公式 ) 4 p = 0 时 的 情形 ， 
可 知 (B) + j(B) 就 是 B 的 度 ， 由 (11.1.19) is H BJ is SERI RT s 
出 由 (11.1.18) 式 给 出 的 函数 . 


$11.2 Shik m Aeg 


SOARAPRE RT S PSP R h BI 04i, ER A 
图 不 在 OM. 而 ， 杆 地 图 Lo = (Kr,(r)(eBr)) 和 自 环 地 图 Li = 
(Kr, (r,aBr)) ME O rp. FO € O , & m(O),s(O) M n(O) 分 别 
为 O 的 根 节 点 次 ， 根 面 次 与 度 ， 这 里 的 禁 和 函数 为 


folx: zy, 2) = > x(O)a70),9(0 nf} (11.2.1) 
oco 


其 中 x(O) AG (1.2.12) 式 确定 的 色 范 式 . 不 过 ， 强 注意 那里 的 z 
各 分 别 用 4 和 vw 代替 ， 以 免 与 这 里 的 = 和 3 BH. Ait, wt 
AAK., BRA 范 和 函数 . 

AR Jobir yz) 的 级 数 形式 ， 可 将 O 划分 为 三 类 ， 即 ， 


O = Os + O: + Óx, (11.2.2) 
其 中 Oo = (L1) R O = L, , O1= {Lo} $ O1 = Lo fll O> A 
口中 除 Lo ML, 之 外 的 所 有 地 图 组 成 . 
WF Oo, AF APH Ly 有 m{L) = 2,s(L,) = 1,n(L1) =1 
Al x(Li) = u, 得 
fo (x, 2, y. z) = vx" yz. (11.2.3) 


相仿 地 ， 对 于 o, 4 可 得 
fo (x, mY 2) = nzy2z. (11.2.4) 


主要 部 分 fo.(x.2, y z) 需要 对 Oy 作 适 当 的 分 解 . 
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引 理 11.24. 4 Og = (O — a|VO € O2], a = e,(O). W, A 


Oo = (O ~ 1) (11.2.5) 
k21 


其 中 x X (7.1.23) 式 所 给 出 的 链 1v- RE fe Ly = Oo. 


证 与 引 理 7.1.4 的 证 明 相仿 . 不 过 ， 要 注音， 在 那里 自 环 地 
图 是 不 在 Our 中 的 . t 


538 11.222 4 O.) = {0 e a|VO € Oz}, a = e(O). W, # 


Ot = 》 LY x (O — Lo), (11.2.6) 
k>0 


其 中 x 为 (7.1.7) 式 给 出 内 lv- REM Lo = O.. 


证 事实 上 ， 是 引 理 11.2.1 的 对 偶 形 式 . h 
fuu 
fA = S. x(O— ajay 29) (11.2.7) 
Ot£O; 
和 
fa = Y  x(O e ale yl 20), (11.2.8) 
Occ, 


MWA O e O; ， 它 的 根 边 e BTAEPRABBUW, A x(0) = 
x(O — a) + x(O e a), 可 得 


fo, (x, 2Y, z) = fa + fa. (11.2.9) 


由 引 理 11.2.1 和 (1.2.12) 式 ， 有 


ft k—1 
fa = zzfo-r, > (£x , 


k2>1 
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其 中 


fo-n= $, x(O pO 
OcO-EL, 


= fo ~ ve yz 


fr, = fo-1s, |z=1 
= fà — vyz. 
将 后 二 式 代 入 到 第 一 式 ， 即 可 得 
_ zuz(fo — vz^yz) 
fa ETE (11.2.10) 
由 引 理 11.2.2 和 (1.2212) 式 ， 有 


fp = zyz E 8. fo- re; 
k»0 


其 中 


m(O}-1 


) 
Ə,fo- r, = > x(0)( > at) yO) 20) 


OcO-L, i-1 
= YS x) eoo 
O€cO-L, 1-z 
= fo. 
最 后 这 个 等 式 是 由 于 fr, = uy: 5 z EK, FEX (1,z)- X 
5 (in (1.6.8) 式 所 示 ) 中 被 抵消 了 . 将 不 式 中 之 和 求 出 ， 再 特 后 一 
个 等 式 代入 ， 即 可 得 
zyz 


fa = Ta paz veto: (11.2.11) 


定理 11.2.1 XT 了 的 方程 


( _ zyz ) j- zyzÓ, f 
y uz — ft 1- vrz 
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vz?^yz ) 
—ayzÍvz + py - — z _), 11.2.12 
sz ( WY y +yz — ft ( ) 


其 中 ft = flea, 在 环 LAR Iy) xiu. XE, RO 
h $ u 3 Z X W 3⁄2 X 398 £$ 2 x FUH K 3. ME, CHAD 
就 是 f= fo = fo(xiz,y, z). 


证 eH, ix GE REC. Ade, MHS 
f = fo = feo zy. z), 
则 f 满足 方程 (11.2.12) R. 
首先 ， 由 (112.2) 式 ， 知 
f = fo, (x, 2.9.2) + fo, (x, z, y, 2) + fo, (x, z, y. 2). 


然后 ， 利 用 (11.2.3-4) 式 和 (11.2.7-11) 式 ， 有 
ryz(f — vz?yz) ryz 
y — vyz + ft 1— vrz 


Ames 的 项 均 移 到 左 端 ， 整 理 后 即 可 得 (11.1.12) Ç. 4 
eS dh, 4 


f =ve2yz + pry?z + af. 


h = ho(x) = fo(xiz,1, z). (11.2.13) 
则 由 定理 1121, # h 满足 方程 ， 
zz zzó,h 
(1- = =) 1 — paz 
2 
aer(vetu- s) a 01230) 


其 中 ht = ho(x)le=1 = fo(x;1,1,z)- 
将 3.h 展开 (利用 (1.6.8) 式 的 (1, 2)- 2541). AK, EI f 
immisso. HA, OBI ay 


zz zz 
(1- l+vz—-—ht + a)! 
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vz?z 


(rnm rs 


zh* 

+a) . (11.2.15) 

车 将 z = kz) = 二 视 为 z 的 级 数 作 为 参数 ， 就 可 用 联 立 方程 
£z £z = 0: 
"TEr*w-kü-wü-0 

vt?z £h* _ 

1tvz ht T (1—»£z2)0-6 

确定 ht 作为 z 的 级 数 形 式 ， 即 将 ht 和 z 均 表 示 为 MM, 

然后 利用 推论 1.5.1, 或 推论 1.5.2， 方 程 (11.2.16) 式 被 称 为 方程 

(12.2.15) 式 的 特征 方程 ， 


gc vt — 0, (11.2.16) 


811.3 一 般 焚 和 


4 AA 为 所 有 带 根 一 般 平 面 地 图 的 集合 .规定 节点 地 图 9 为 
其 中 之 退化 情形 .对 M € M, 与 8112 一 样 ， 令 miM), s(M) 和 
n(M) 分 别 为 M 的 根 节点 次 ， 根 面 次 和 度 GOR). 这 里 所 要 考察 
SEA ER OE I Fux 2, yz) = fx (x), 


fad = Y x(M)jan 0000700, (11.3.1) 
MEM 


Et x 为 由 (1.2.12) 式 确 定 的 色 范 式 ， 注 意 ， 在 x 中 的 未 定 元 z 
fü y 要 分 别 用 py 和 AZ, 以免 与 (113.1) AP. 
1k (1.2.12) 式 的 原理 ， At 要 被 划分 为 四 类 ， 即 


3 
M = 》 Mi, (11.3.2) 


i=0 
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其 中 Mo = 6, 即 仅 由 节点 地 图 组 成 ， Mi = (M|VM € Me (M) 
ABH } Ma = (MIVM € AA,e,(M) ABA y; MAR, Ms = 
(MiVM € AA,e,(M) 既 非 自 环 也 非 割 边 }. 

BT HEA, PD m(d) = a8) = n(9) = 0 8m x(ó) = 1, 有 


f = fhdo (Xs 2 L, 2) =1. (11.3.3) 


对 于 地 图 M = (X, P) € Mi, 从 根 边 a = e,(M) HAM, 其 
根 节点 具 形式 
v, = (r, Pr, R, afr, s, S). (11.3.4) 
注意 ， 其 中 线性 序 段 {Pr, R) 和 (s, S) 可 以 是 空 集 ， 则 ， 有 
M —a = M+iM,, (11.3.5) 


其 中 十 为 1- 如 法 ， 如 S2.1 Bros, M 和 Mo WABI (5,5) 和 
(Pr, R) 为 根 节点 在 M 上 扩张 而 得 的 子 地 图 ， AR, Mi,ad2 的 根 
SAMA ry = 8 和 ra = Pr. 


May = MOM, (11.3.6) 


HHO A 1- RH, $2821 中 所 示 . 


证 X M = M.+M, € MOM, AA M. 和 Ma 均 允 许 是 
节点 地 图 ， 总 可 通过 添加 一 个 自 环 中 BM ER M eM, 使 得 
M = M' — al. KAEH, M € Moy. Ail, MOM C May. 

反之 ， 由 上 述 也 可 看 出 ， Ma, 也 是 MOM 的 一 个 子 集 ， H 

考虑 到 【11.3.5} 式 中 的 Me, 在 M 的 根 面 次 中 ， RA. 
由 (1.2.12) 式 x(M) = vx(M — a), M € Mi, 和 x(Mi LM) = 
x(Mi)x(M;), BR m(M) = m(M — a) + 2, s(M) = s(M — 1) + 1 
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fl n(M) = n(M — a) + 1, M351% 11.3.1 可 得 


fi = fu (x) = fm (x: t, y, 2) (11.8.7) 


= vx yz f (x)fx (x), 


其 中 ， FAO) fa (x)|y= = fx x. 1,2). 
对 M = (X, P) € Ma, 因为 根 边 a= e (M) RHA, Fic 


v. = (r, Pr, R) 和 vg, = (afr, Pasir, S) (11.3.8) 
AMA M 的 根 节点 和 与 根 边 关联 的 非 根 节点 ， 则 有 
M ea = MiiM;, (11.3.9) 


其 中 十 为 十 加 法 【如 $2.1 所 示 ), 而 M 和 M; 为 分 别 以 
(Pr, R) 和 (Poñr, S) (11.3.10) 
为 根 节点 在 M 上 扩张 成 的 子 地 图 ， 当 它们 的 根 分 别 为 71 = Pr 和 


ra = Pofr. 容易 验证 ， Mi 和 M; 均 为 AA 中 的 地 图 . PB, fh 
许 为 节 点 地 图 9. 


3HE 11.3.2 4 Mig = (M sa|VM € Mz,0=e,(M)}, WA 
Ma) = MOM = M”, (11.3.11) 

HY @ 3 §2.1 中 提 到 的 1- 积 ， 
证 XX b, 795158 11.3.1 HIREK. 1 


JA3138 113.2, 考虑 到 由 (1.212) AA x(M) = ux(Mea), 
m(M) = m(Mi)  1,m(M3) > 0, s(M) = s(Mea) + 2/n(M) = 
n(Mea) + 1 可 得 


fa = fx) = fas (xi Zi t z) (11.3.12) 


= pay’ zfa (x) fk (x), 
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其 中 fia) = Fulx)lent = fx; lg, z). 
对 M = (X,P) € Ma, id 


v, = (r, Pr, R) 和 vs, = (afr, Par, 5) (11.3.13) 


分 别 为 它 的 根 节 点 和 与 根 边 关联 的 非 根 节点 . MJ M-a 与 Mea, 
a = Kr = e, (M), 分 别 为 以 


(Pr, R) 和 (Poir, 3) (11.3.14) 
作为 根 节点 与 根 边 关联 的 非 根 端 与 以 
(PeBr,S,Pr, R) (11.3.15) 


为 根 节点 在 M 上 扩充 而 得 到 的 .自然 ，r(M a) = Pr. A 
r(Mea) = Pe fir. 
对 于 一 个 地 图 M = (4,P) e M, 记 


(F, Ro); (Par, R1), - --. ((PaBYr, Ri), +> (11.3.18) 


为 M 根 面 边界 上 经 过 的 所 有 节点 . $ AM = (X Piin $73 中 


(ra T, Ra) 和 (ari, (Papir, R;) (11.3.17) 


处 与 P Ai. XH, Kr; 是 在 M ERR, ET r 为 A.M 
WR, i20. 记 


Ma = Y [Alo <i < «(M)). (11.3.18) 
MEM 


引 理 11.3.8 对 于 (113.18) 式 中 给 出 的 Ma, 有 


Ma = Ms + Mi, (11.3.19) 
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其 中 Mi 和 Ms 由 (11.3.2) 式 给 出 ， 


证 对 任何 M € M, 有 AoM, A.M € Mi. UR, 33 
v; = ((PaBYr, R) ARAN, AM c My. SM, AA Kri BA 
是 自 环 ， 也 不 会 是 割 边 A, AM € Ma. 从而， (11.35.19) 式 左 
MRA BANS TR. 

RZ, MFM € Mi, 因为 它 的 根 节点 w 也 是 在 M =M- 
aal = eL (Mi), 的 根 节 点 处 . EL v 是 MBNA, WERHELLE 
少 出 现 二 次 ， 又 易 见 ， MEM. 故 存 在 i > 0, 使 得 AiM = M. € 
Ma. BAL 对 于 Mi € Ms, 因 它 的 根 节 点 和 根 边 a = Kr, 的 非 根 
WEE M = M -a 的 根 面 边界 上 ， 存 在 1 > 0, 使 得 M = AM. 
同样 ， 易 见 M € M. 从而， 也 有 M € Ma. 即 (11.3.19) 式 右 端 
集合 也 是 左 端的 一 个 子 集 . b 

Mish, x M = (4,7) € AA, 由 

(ri, JPM itty, ... ,TM 
和 (afr; r, Jre, 47000-9919) 分 别 作为 根 节点 和 根 边 Kr; 的 非 
根 端 ， 在 M 上 的 扩充 而 得 到 的 地 图 ， 被 称 为 M 的 XC. 用 
Vi(M) = (X, Ji), 0 < i < mM), 表示 , AR, X = XH Er J 
仅 在 上 面 的 二 节点 on, 和 vprs 处 与 7 不 同 . HER, VoM 的 根 节点 
ro = (ro) 和 根 边 Kro 的 非 根 端 wero = (abror, 7 了 ma 一 1r). 
而 Vae M BRA, rmi) = (rag y: | 7000717) 和 根 
边 Kram) ARR vac = (ar, ay). 相仿 地 ， 记 

My= Y {vi 0<i< m(M)), (11.3.20) 

MEM 

其 中 m(M) 为 M HRW ARK. 
3M 11.3.4 My, 有 


My = Ms + Mz, (11.3.21) 
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其 中 Ma 和 Ma 由 (113.2) AHH, 
证 引 理 11.3.3 的 对 个 形式 . 4 


& Mu) = (M 一 alVM € M5) 和 AA. = (Mea|VM € Mi}, 
a = e,(M), i = 1,2,8. 


引 理 11.3.5 对 于 Ma Mapi = 1,2,3, 有 


Ma U Ma) = M (11.3.22) 


AM) | JAG) = M. (11.3.23) 


证 由 对 偶 性 ， 只 需 证 明 (11.3.22) AA (11.3.23) 式 之 一 这 
里 ， 取 前 者 。 

因为 易 检验 ， Mi 和 Mo WAM FR, 01322) 式 左 
端的 集合 是 右 端的 一 个 子 集 ， 

A—AB, 由 (11.3.15-17) 式 的 过 程 , 又 可 以 验证 (11.3.22) 式 
右 端 的 集合 也 为 左 端 的 一 个 子 集 . t 


从 (11.3.20) £, # 


fa= Y) x(M aja (n 00 


MEMa 
= zz Z x(M)amn oe yz n(M). 
MEM i=l 
由 于 
a(M)+1 y+ 
y ma 
即 可 得 


fa = (11.3.24) 
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其 电 的 fs (x) 和 f(x) 的 意义 与 (11.3.7) 式 相同 . 
这 样 ， 由 引 理 11.3.3, 有 


fa= WO x(M ~a)er ye nat 
MEM, 


进而 ， 由 (11.3.22) 式 和 (11.3.7) 式 ， 即 得 


fax — — yfaa(x)) 


= aya (QO - M00) — 95,0). 


X BOR, A 


fa = zy PUO) -SMOD a Goff GO, — (11326) 


~ zy2 f(x) GO 
(11.3.25) 


其 中 fue) = fa (x)|==i 和 faz (x) 与 (11.3.24) 式 的 相同 . 
基于 (1.242) Æ, HH (11.3.25, 26) 式 ， 可 得 


fs = faa (X) = fa + fp 


= xyz (7400 z pan) + Tad sfu00 ) (11.3.27) 


— zya (fu (x) — Fao) fa (x). 


XH 113.31 4 fÑ k + R u 的 三 个 变量 zy 和 zz 的 函数 了 = 
f(z,u, z) 的 方程 


y = 
1 
+= ( +2) 


—zryz(vx — 1) f" — zyz(uy 一 i) 


— 1+ zz (s 二 十 5) ， (11.3.28) 


i-z 
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其 中 ft = f(z,1,z) fe ff = fl,yz), BR LR ry) PRE 
eh. XE, RAN p f u 为 未 定 元 的 整 多 项 式 组 成 的 环 ， 并 
且 ， 它 的 解 就 是 f = f(x)， 


证 关于 适 定 性 ,可 以 按 通常 的 方法 这 里 , 仅 证 明 后 一 个 绪 
je, We ur gg (11.3.1) 式 给 出 的 fa (x), 是 方程 (11.3.28) 式 的 这 个 
解 . 

事实 上 , 由 (10.3.2) RA, fa (x) = fot Fi fs fs. 用 (11.3.3) 
式 ， (113.7) 式 ， (11.3.12) 式 和 (11.3.27) 式 分 别 代 夫 fo, fi, fo HH 
fs. 经 过 整理 ， 即 可 得 (11.3.28) X. 9 


因为 方程 (11.3.28) LÆ f 的 线性 形式 ， 这 就 允许 利用 一 次 特 
征 方程 的 方法 ， 先 确定 出 f* 和 Ft. 然后 ， 求 f 的 级 数 形式 ， 


$114 不 可 分 离 枇 和 


SN 为 所 有 带 根 不 可 分 离 平面 地 图 的 集合 . 注意 ， 自 环 地 图 
L, = (r, (r, afr)) 和 杆 地 图 Lo = (Kr,(r)(eBr)) 均 在 其 中 . 但 节点 
地 图 外 则 排除 在 外 ， 这 里 所 要 讨论 的 焚 和 函数 为 fuo yz) = 


tnd = Y, x(a ye) nOn (11.4.1) 
NEN 
其 中 m(N),s(N) A n(N) 与 上 节 一 样 分 别 为 N 的 根 节点 次 , 根 面 
次 和 度 ( 边 数 ). 

Re, HN 划分 为 三 类 ， 即 


N = Ab + N. +N, (11.4.2) 


其 中 As = L, 即 仅 含 自 环 地 图 ， M = Lo, 即 仅 合 杆 地 图 和 N 
为 除 Lo 和 Li 之 外 的 所 有 N 中 的 地 图 . 
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因为 自 环 地 图 L 有 m(L) = 2,6(L1) = Lal) = 1, 以 及 由 
(1.2.12) $, x(Li)- v, 可 得 


fo = fas (x) = vz?^ya. (11.4.3) 
HL, 和 Lo 之 间 的 平面 性 ， 有 
fi = fx. (x) = nz? z. (11.4.4) 


这 样 ， 确 定 No 在 fx (x) = Iwocz yz) 中 所 占 的 部 分 户 = 
fmz(X) 是 下 面 一 个 主要 任务 ， 因 为 对 任何 N € Na, 它 的 根 边 a = 
e (N) BAER RAED, h (1.2.12) 式 ， 就 要 确定 


fa = > X(N — aja m yN) 2208) (11.4.5) 
NEN2 
fm 
In — Y x(N eaj My Ngm (11.4.6) 
NEN? 
以 使 
fa = fa + fs. (11.4.7) 


8E 11.4.1 + Mao = (N - a|VN € Naja = er(N), BI 


Nty(m) = (N — Li)m 1X 9 (W - Li), (11.4.8) 


k>0 
其 中 义 为 链 lw- OX (m S71 中 所 示 ), 

Nay (m) = (N — a|VN € Na, m(N) = m) (11.4.9) 
f (N-—L)ma- 


(NIVN EN - Zj,m(N) = m — 1) (11.4.10) 
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x T m > 2, 


证 与 引 理 10.3.1 的 证 明 相 仿 ， 但 这 是 要 注意 在 N PRAM 


地 图 Li. 


h 


38 11.4.2 $ Nig = (N e a|JVN € No], a = e QN), Tli ff 


Nile) = (N — Lo),-1 x- Y (W — Lo)"*, 


k20 
其 中 x- 为 内 1o- SOR (Im 87.1 PHE) 
Mals) = {N e a|VN € Na, s(N) = s) 
fo (N — Lo)s-1 = 
(NIVN e N — Lo, 8(N) = 8 — 1) 
对 于 o> 2. 
证 KL, W3 11.4.1 的 对 侦 情 形 . 
由 引 理 11.4.1, 有 
fa = sysA -i YAY 
k30 


_ ZYZÂN -L 
— T A o?! 
1 _ AN-L 


其 中 


s(N)—1 
Aven = > x(N)e 0n > ye) 
NEN -Lı t=1 


x(n) aM) (y — yt) 200%) 


NEN —Lo 1-y 
= a, (fw(x) — vz^yz) 
= 8,fx (x) 


(11.4.11) 


(11.4.12) 


(11.4.13) 


(1) 


(2) 
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和 


a(N)—1 


AXN-L = Y x(N) > yi zr) 


NEAL, 

= ÀN -~L le=1 

= Oy fax). 
从 而 ， 将 (2) 式 和 (3) RRA (1) 式 ， 有 
zyzë, fv 
1-8,ft 
RE, fw = fv(x) fü f$ = f Olai, UR 8, H (1.6.8) 式 给 出 
的 (1,y)- 差分 . 

对 偶 地 ， 由 引 理 1142, 有 
fp = zya Vui, 》 (V Lu 


k20 
_ azVN ro © 


fa = 


(11.4.14) 


1 — YN_r, 


其 中 


m(N)—1 


Vu = Y) xw) Y) ey, 


NEA -Lo per 
X(N) (ae ~ zm Uy mun 


N€N'—Lo 1-2 qn 
= 8,(fx (x) — uzy?z) 
= 8, fu (x) 
和 
V - Eo = VA -Lolyi = Oe fr (X)- (III) 
从 而 ， 将 (ID 式 和 (ID 式 代入 (D) 式 ， 有 


Ís = ae: (11.4.15) 
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这 里 ， fui = fied = fw (x)[y=u, fw = fx (x) 7I 8, A (1.6.8) 式 
给 出 的 《1,z) 差分 . 

定理 11.4.1 关于 带 两 个 参 教 上 由 和 2 的 三 个 变量 的 函 才 了 = 
f(z.y. 2) 的 方程 


yf Of Y 2 2 
f sv (245 + LX) = vr"yz- uzy^z, (11.4.16) 


其 中 ft = f(z,1,z) e ft = f(y), ERR C [Sm u, z) PRE 
XU. 这 里 ， 沈 为 请 和 zy 的 整 多 项 式 组 成 的 环 . HA, VNR 
Æ f= fux) 如 (11.4.1) X ER. 


ik 关于 适 定性 , 可 以 按 通 常 的 方法 . 这 里 仅 验证 f = f(x) 
是 方程 (11.4.16) 式 的 这 个 解 . 

首先 ， 由 (142) RA, fal = J + fi fa. 再 由 (11.4.7) 
RK. f = fa + ja + fa + fs. 最 后 由 (1143-4) 式 和 (11.4.14-15) 
式 ， 经 过 整理 ， 即 可 得 f = fy(x) 满足 方程 (11.4.16) 2. h 


事实 上 ， 方 程 (114.16) 式 也 是 f 的 线性 形式 .从 原则 上 可 以 
用 一 次 特征 方程 法 ， 通 过 参数 表达 式 求解 . 


$11.5 iid 


11.5.1 基于 (11.1.11) 式 ， 看 起 来 得 到 双 树 依 节 点 和 / 或 面 
前 分 的 焚 和 函数 的 最 式 是 有 可 能 的 ， 但 不 像 是 很 容易 的 。 对 少 参 
数 的 情形 可 以 想像 会 得 到 较 简单 的 结果 . 


11.5.2 对 常数 的 权 , 也 许可 以 找到 一 些 地 图 类 , 使 得 能 够 所 
取 相 应 的 禁 和 函数 所 满足 的 方程 ， 以 候 确 定 一 些 特殊 形式 . 


11.5.3 ”对 双 树 , 确定 它 的 范 和 函数 所 满足 的 方程 ,多少 是 会 
有 困难 的 .而 确定 范 和 阔 数 依 节 点 和 / 或 面 制 分 的 显 式 也 不 会 是 
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很 容易 的 . 


11.5.4 ”基于 色 多 项 式 与 流 多 项 式 之 间 如 §1.2 中 所 示 的 对 偶 
性 ， 流 和 函数 ( 即 当 多 项 式 取 流 多 项 式 的 楚 和 函数 ) 对 那些 已 得 出 
色 和 方程 的 地 图 类 所 满足 的 方程 ， 或 者 流 和 方程 ， 同 样 地 可 以 确 
定 ， 从 中 还 会 有 新 的 启示 . 


11.5.5 希望 能 发 现 一 种 较 简 单 的 方法 解 方程 (11.2.16) X, 
而 不 是 像 (11.2.17) 式 那样 ， 关 于 外 平面 地 图 的 范 和 还 有 进一步 的 
AR, TAA [Lin54,Liu49). 


11.5.6 在 [Tuti9| 中 ， 可 以 看 到 对 于 一 般 平面 地 图 的 范 和 
函数 所 满足 的 方程 ， 在 那里 除 多 项 式 中 的 参数 外 还 有 四 个 参数 与 
811.3 B]. MAU. $11.3 中 所 用 的 分 解 是 与 Tutte 相同 的 ， 


11.5.7 虽然 方程 (11.4.16) 式 看 来 较 简 单 ， 可 以 用 一 次 特征 
方程 方法 , 但 至 今 还 未 求 得 满意 的 显 式 ， 原 来 带 更 多 参数 的 情形 ， 
可 参见 [Liu48]. 


11.5.8 很 有 必要 看 一 看 本 章 中 接 页 到 的 所 有 问题 对 于 无 根 
情形 和 / 或 在 曲面 上 将 会 如 何 . 


第 十 二 章 
求解 色 和 


$121 一 般 解 


这 里 所 讨论 的 地 图 的 集合 At 与 $10.2 的 相同 。 AM 仍然 记分 
为 Mo 和 Mi 然而 ， 色 和 函数 却 为 fa (P,.z.u.z) = fU), 
Ja(P) = $) PUM, xg n 009500200, (12.1.1) 
MEM 
其 中 m(M),s(M) 和 n(M) 分 别 为 M 的 根 节点 次 ， 根 面 次 和 度 
( 边 数 ), 与 $10.2 中 考虑 面前 分 不 同 ， 在 于 求 取 (12.1.1) 式 给 出 的 
本 身 ， 以 及 它 的 二 变 元 的 带 参数 和 的 显 式 ， 记 


fü = A P; ly z), MT = fa (P; z, 1, z). 


MORS Ji = fa (P;1,1,z) = f 就 是 人 0.2 中 的 h, 但 那里 的 y 
是 这 里 的 z, 

因为 Mo 仅 由 杆 地 图 组 成 ， 和 对 杆 地 图 Lo = (r, (7)(aB87)), 
m(La) = 1, s(Lo) = 2,=(Lo) = 1, 以 及 P(Lo) = A(A — 1). 有 


fans (P) = AC ~ 1)zu2z. (12.1.2) 
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Hie, + 


fa = > P(M 一 aja M) (M) a (AM) 
MEMI 

fp= Y  P(M aja OD yM), (12.1.3) 
MEMI 


EP a = e (M), EA M WB n. 
E 3( 10.2.1, 考虑 到 P(M +, Mo) = 1P(MS)PUMS) 和 MI 
中 地 图 与 May 中 的 根 节点 次 ， 很 面 次 以 及 度 之 各 的 关系 ， 有 


+ \k 
fam puc Y, Si 
>1 


= AY (12.1.4) 


其 中 fh = fx] (P)|==1- 
为 了 求 取 fa, May = [M sa|VM € Mi), 如 810.2 一 样 ， 要 分 
ATH: Ms 和 Mud 


MP = {MIYM € M, M sa € My} 


和 
MỌ = (MIVM € Mi, M ea € Ms}, 


Way 
At: = MN + ME. (12.1.5) 


^48 3| 3E 10.2.2, 考虑 到 MT! 中 地 图 与 My 的 地 图 间 根 节点 
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次 ， 根 面 次 和 度 之 间 的 关系 ， 有 
入 = > PUM s aja n My) ,n(M) 
JE 人 EN 


= zyz fa (P). 
X, 考虑 到 (10.2.7) xm, 对 Mi, My € M, 


+ 
PO +186) = x (arn) F 
从 而 有 
hh (12.1.6) 


其 中 ft = fa (P)|==1- 
然而 ， 对 Ms 这 里 不 用 引 理 10.2.3, 而 是 用 另 一 种 分 解 . 


引 理 12.1.1 对 Ms, 


Ms = M — Lo (12.1.7) 


m= Y (vts is man). (12.1.8) 
MEA—Lo 


其 中 ， Lo 为 种 地 图 和 ViM, 5 88.1 中 一 样 ， 是 M 的 第 i- 降 量 . 


证 容易 看 出 ， Ms KH Lo 这 个 杆 地 图 . AT, Mrs C 
A4— Lo. 反之 , 对 任何 M € M — Lo, 因为 根 节点 次 m(M) > 2, 总 
可 通过 壁 分 它 的 根 节点 得 M', 使 得 与 M 一 样 是 外 平面 的 , 不 可 分 
高 而 且 莘 单 的 .自然 ，M' e Mr 并 且 M = Meo’, d = e,(M". 
BI M € Ms. Mi, M — Lo C Mas. 

关于 (12.1.8) 式 ， 则 可 以 与 引 理 8.1.6 相仿 地 证 明 . 但 ， 这 里 
要 注意 不 可 分 离 性 ， 外 平面 性 和 简单 性 . 
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由 引 理 12.1.1 中 的 (12.1.8) 式 ， 考 虑 到 At — Lo 中 的 地 图 与 
M? 中 的 在 根 节点 次 ， 根 面 度 和 庶 之 向 的 关系 ， 有 


fa = X P(M)a n (00,4) 200) 


MEMS 
= YZV AX Los 
其 中 
m(M)-1 
VM-i = D P(M) y giy (MD zn(M) 
MEM- Lp í=1 
= 5 pan TEZ uoo nan 
MEM—Lo 1-z 
_ zft — fa (P) 
l-z ` 
将 它 代入 上 式 ， 即 得 
= — (s ft- fa«(P)). (12.1.9) 


定理 11.1.1 关于 以 入 为 参数 的 函数 f= f(z,v,z) WHE 
ft y ft 
c tiz ww)) f 


= zyz Qa -Y)w-i = - r) , (12.1.10) 


其 中 ft = f(1,v, z), 在 环 L{R; x, y, 2} 上 是 适 定 的 ， i, R 为 
AXE ER RAGR. 而 且 ， 这 个 解 就 是 f —fulP). 


证 ”因为 适 定 性 的 证 明 是 通常 的 ， 仅 证 明定 理 的 后 一 绪论 . 
事实 上 ， 由 于 了 = fo + fa — (fs + fu), 其 右 端 的 四 项 分 别 由 
(12.1.2) È (12.1.4) 式 ，(12.1.9) 式 和 (12.1.6) 式 求 出 . 将 它们 代入 
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之 后 ， 再 经 过 合并 同类 项 ， 即 可 得 f = fa (P) 满足 方程 (12.1.10) 
X. ü 

从 方程 (12.1,10) AM 了 是 线性 的 ， 可 以 用 一 次 特征 方程 的 方 
法 ， 即 将 > = 上 看 作为 y 和 z 的 级 数 作为 参数 ， 使 得 满足 


fT ft zy \_ 
1-26 (oe + sya 122) =D, 


š 
1-— š 
由 (12.111) 式 的 第 二 个 方程 ， 六 可 表示 为 上 和 3 的 函数 . 然后 ， 
根据 它 的 第 一 方程 ， 将 z 也 可 表示 为 和 ?4 的 函数 ， 这 就 得 到 


XA - 1)y - ft =0. (12.1.11) 


ft = A(A m Dy(1 一 8 
£ 
z= 一 一 二 一 一 (12.1.12) 
y6— X i-a EF 


基于 (12.1.12) 式 ， 可 以 利用 推论 1.52, 在 6 二 1 处 , 将 拓展 
FA z RR, BA 


ft - AÀ- 1 Ë s ove] ， (12.113) 


[2$ 15a» 
n21 
其 中 
28 一 他 一 1 
Dna = S, Cnag ARO 2s- n- j- 1A) (12.1.14) 
j=0 


(Ay (n — 1)!(8 ~ 2)1 


Ces = Ans ni a (2445) 


$121 一 般 解 


qr o caue 3 ( Q- 1-0 
Ai(r; à) 一 (一 切入 der (£ =) £A 


Ar (A —92P . 
-y — a Boalt, 3); 


j=0 


pl(g +r—j-—1)!r! 
(p — Dg- D)! — B)! 
X: pgr > 0,0 < j; < r. 
进而 ， 依 (12.12) 式 ， 由 于 


Bpl, j) = 


" MA — Day?z d z 


C1-s (tw z alg, aya - 2! 


其 中 het 
alg, à) = À d =. 


利用 推论 1.5.2 Æ £ = 1 处 ， 可 得 了 = fa (P) 的 显 式 . 


HE y=1 时 ， (12.1.13) 式 变 为 


ft" = Xà -1)z + 》 E, (A)z", 
n22 


其 中 


HAAA- 35 Daal): 
s- [2g 


这 里 ， D, (A) 在 (12.124) 式 中 给 出 ， 22 
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(12.1.16) 


(12.1.17) 


(12.1.18) 


(12.1.19) 


(12.1.20) 


(12.1.21) 


虽然 HO) 的 通 项 为 一 个 交错 和 式 ， 对 于 一 些 特殊 的 和 的 值 


VEREOR INDEX, PERMA. 


实际 上 ， 当 A—2 时 ， 从 M 中 二 部 地 图 2- 着色 的 唯一 性 ， 
函数 iih- 就 是 以 度 为 参数 的 带 根 不 可 分 离 ， 简 单 二 部 平面 地 
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图 的 计数 酒 数 . 经 过 适当 的 处 理 ， 可 得 


n — 1 — 3i 


H,,(2) =2 E» QC ED D (12.1.22) 


4-1 
n—1=i(mod 2) 


x n> 2. 
4rA=3 n, 有 


n 2s-n-—1 


H,,(3) = 6 > > B(n, s, j) (n, s, j), (12.1.23) 


epi i= 
si (-1¥ (7 — Ds — 2)! 
， —1)P (n 一 8— 
B(n,s,j) = Ans- Ds — j — 2 (12.1.24) 
2s—n—j—1 g2s—n—j—i-1 
E( 15, i) = = — 
mag > (2s -n—j—i-1)! 
(a—j—i-2)! 
dn-s-i (12.1.25) 
X x > 2. 


当 和 = oo 时 ， 下 面 会 看 到 f 变 成 了 AA 的 依 同 样 的 三 个 参数 
的 计数 函 教 . 由 于 多 项 式 


Q(M, u) = i" P(M, AI， (12.1.26) 
其 中 (M) 为 M 的 阶 ， 即 节点 数 ， 有 人 性质， 对 任何 地 图 M, 
Q(M; u) = Q(M — aiu) — nQ(M e a; p) (12.1.27) 
4 M = M Ú Me, A Mii M5 = v, 即 一 个 节点 ， 


Q(M; u) = Q(Mi; 2)Q(Ma; n), (12.1.28) 
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A À = eo, 即 可 知 p= 0. ESE E, EE 


fo= Y qmOnys nsn), (12.1.29) 
MEM 


则 因为 Q(M;0) = 1, 有 fo = fa(Q)|u=0- 
定理 12.1.2 (121.29) RASH EX, HB 


(4 _ Z.) fo = zy/z (12.1.30) 


BE. X, ft = fle. 


证 用 与 定理 12.1.1 的 相同 过 程 ， 即 可 得 


fo = fmolp=0 + fa|u=o 


= zy2z + e fo- 
将 右边 韵 第 二 项 移 到 左边 ， 提 出 fo, ED (12.1.30) £. t 
首先 ， 在 方程 (12.1.30) KA, W z = 1, 这 就 得 一 个 仅 合 ft 
的 方程 
+ fe 
f s(a) (12.1.31) 
或 者 直接 解 这 个 二 次 方程 ， 或 者 用 推论 1.5.1, HATH 
f-Y x [n — 1)! 
WI fije (s — 1)(2s — n — 8)! 
(s —3)lyt2” 


CETE CETINI (12.1.32) 


由 于 fo WE (12.1.30) 式 ， 有 
fo = ay*z y ( sz y. (12.1.33) 


X 
"ET y— 而 
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根据 (12.1.31) 式 ， 利 用 推论 1.5.1, 可 得 


fo = zg2z 十 ` Fi met yz, (12.1.34) 
[Eid «n8-m-2 
asme i 
n23 
其 中 
Fm 
uw" (n — m-s + 2)!(2s — n — 3) 
B (12.1.35) 
xH = > 3. 
进而 ， 由 (12.1.32) À, A 
+t I 
[^d = 2" (n T 1)! 
M 2 p» (s — 1)! (2s — n — 3)! 
(s — 3)! (12.1.36) 


* (n — s - ijin — s) 


$12.2 立方 三 角 


本 节 考 虑 对 于 不 可 分 离 平 面 地 图 的 方程 (10.3.23) 式 的 解 ， 当 
色 多 项 式 的 参数 和 取 特 殊 值 的 情形 . 因为 只 有 节点 地 图 是 1- 可 着 
色 的 ， 和 =1 没有 什么 意义 .然而 ， 若 讨论 色 多 项 式 P 对 和 的 微 
PREBLE PAR. 

设 地 图 M HAEREA AT 61,62, 76s n(M) J& M OY 
边 数 . 对 于 M 的 一 个 支撑 数 也 , 一 条 人 的 边 e MRAZ 内 活 的 ， 
若 在 由 ei 与 工 形成 的 那个 基本 上 图 中 没有 边 e; 使 得 它 的 足 标 j 
AF i 相仿 地 ， 车 一 个 上 树 边 e, 在 它 与 T 形成 的 基本 圈 中 没有 
树 边 e; EERDER 7 大 于 i, WR e, 为 外 活 的 . 分 别 用 (T) 5 
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o(T) RAM TT 的 内 活 边 和 外 活 边 的 数目 ， BR UT) 与 o(T) f& 
WIAA, 但 可 以 证 明 , 在 一 个 地 图 中 ， 带 有 给 定 的 内 活 边 数 
与 外 活 边 数 的 支撑 树 的 数目 确 不 依赖 于 列 边 的 方式 ， 事 实 上 ， 已 
被 证 明 ， 

P(M)= -(-1p90*! SU a-a, (12.2.1) 

TeT(M) 

其 中 p(M)+ 178 M SHAR, BOB, MTM) 为 M ERA 
MAMMA. Bulb, BTH 


dP(M)| .. (-1)9 001 j, (M), (12.2.2) 
dà |. 


其 中 ACM) 为 M 中 怡 有 一 个 内 活 边 而 无 外 活 边 的 支撑 树 的 数 
目 ， 为 方便 ， 这 种 支 撞 树 被 称 为 【1,0)- 桂 . 


3 8 
f= gf mn), (12.2.3) 
其 中 fa (P) = fa P; 2,9, 2, t) YE 810.3 中 给 出 . 
Ra, HT 0, 和 6, 的 线性 性 ， 有 
wel W ond eck (12.2.4) 
XH, f= fa (P). 由 于 f=1 = Ə,f|,= = Ə,f|x=Ú = 0, # 
f' = zz2t + zt (vo, f - zô f. (12.2.5) 
ER SF ETA zs 和 HRM, BU 
f= V S 'ay, z", (12.2.6) 
p21lq21 


其 中 ap = esa (z, t) A z 55 t AR, We (12.2.5) RA 


Gp = zt (8.0.1 一 atop -oj (12.2.7) 
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3 p2z2,921. B, BE aio = z2t, 
333 12.2.1 4* T 420,8 
aj, = zt, (12.2..8) 
其 中 apa X (12.2.6) HP W p = 1 WH. 


证 因为 对 任何 4g> 0,09, = 0, H (122.7) R, (12.2.8) 式 变 
为 
ig = 2t8,01,¢-1: (12.2.9) 


考虑 到 aro = 2t, (12.2.8) R4 q = 0 时 成 立 . 假设 对 9 一 
l æg- = 27#,9¢ > 1. 则 根据 (12.2.9) 式 ， 有 


zti 一 = 


= zl: xd 
= utn, 
依 归 纳 法 原理 ， (12.2.8) 式 对 任何 9g > 0 均 成 立 . h 
由 于 ao = zat, 依 (12.2.7) x, 对 p> 2,q = 0, 有 
o2 =1: 
ap0 = zh S p=; (12.2.10) 
0, 否则 - 
引 理 12.2.2 对 p>1, 有 
apa 三 《一 1)PpTLzP+1t2， (12.2.11) 
其 中 apa À (12.2.0) A FH g=1 HH. 


证 首先 ， 由 引 理 12.2.1, 对 9 = 1, 有 ox = 222. MR 
(12.2.11) 式 对 第 一 个 足 标 小 于 p > 2 上 成立. 根据 (12.2.10) 式 和 


$12.2 立方 三 角 
(12.2.7) 式 ， 有 


Op = —200,05 141 
= —2t8,(—1)P2"t? 
at 1yz? — (-1)'zPt? 
1-t 
= zt (—1)PtzP 


依 对 p 的 归纳 法 原理 ， 引 理 得 证 . 
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ü 


一 般 地 ， 因 为 至 多 有 p+) 节点 在 根 面 边界 上 和 至 多 
q + LUAR) 面 与 根 节点 关联 ， 对 任何 q > 2,054, At, 2 > 


j 之 g 十 1, 的 项 ， 这 就 是 说 ， 


= (ps2) i43 
ang — Aij z £ , 
2<;<p+12<j<q+1 


其 中 APD 是 仅 依赖 于 paii 的 数 . 


定理 12.2.1 对 p 之 2 和 4 之 2, 有 关系 


pa) _ afpa) _ X pi-i) 
AE = AED 2 Au, 


k=í k=; 
X £ fk bb (12.2.8) X fw (122.11) R. 
证 根据 (12.2.12) 式 ， 


,0p4-1 Sy age pene, "| 


i=? j=2 


ptl q i-1 
-Mi Ys 


i=} f=2 k=1 


(12.2.12) 


(12.2.13) 
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392 
p 4 p+1 ( nM 
-EX(ÀM ag) ae 
k=1 j=2 Ñ¿=k+1 
p a p+1 
= xx( X ë ziti 
i=] j=2 \k=i+l 
和 
q+1 (pola) 
Ott 1 1,4 = Y 2,45 4 Pind Tt 
i=2 j= 
= y ST amao 5» 
1-2 7 一 2 k=1 
poti q+1 
-37 > AG 1m 
i=2 k=1 \j=k+1 
p gti q+1 
=> >| > 4s 
i=2 j=1 A k=j+1 
i 
(pt) _ X^ (ua 
A = AR 5, 
k=3j+1 
spe» — S APE, (12.2;14) 
k=4+1 


MJ, H (12.2.7) X, # 


apg = zt Pa zit — x :4) ee) 


i=1 ;=2 i=2 j= 


pti q+1 ptig+l 
=} sere - -S Ss Pire 


#=2 4 一 3 í=3 ;=32 
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2 十 1 3 十 1 
= (sta ~ suy) ae, (12.2.15) 
i=2 ;=2 
其 中 由 (12.2.12) XK, 
SP = =0. (12.2.16) 
通 观 (12.14-15) 式 ， 定 理 得 证 . h 


车 在 (10.3.23) AH, WR z = y, Mh p(M)+ (M) = n(M), Bp 
M KHAK, AMAM f = fau) 即 变 为 


g= f. (P m, 2, z, t) 


MEM 


(12.2.17) 


其 中 n(M),m(M) 和 (M) 分 别 为 M 的 度 ( 即 边 数 ), 根 面 的 次 和 
根 节点 的 次 ， 这 时 ， 函 数 9 满足 方程 


(1-287) (1- 99) f- aa 1)a220) 


À 
= zzt (( - eag - (i - 2L) ， (12.2.18) 
其 中 g" = g|.=: M g* = s|,=1. 
车 记 3 
g- UNIE 
则 8 满足 的 方程 为 
g = z22t + zzt (6.7 一 ag’). (12.2.19) 


MRE o 表示 为 z 的 震级 数 ， 即 
J = 》 an(z,t)2", (12.2.20) 


n>1 
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则 an = an(z 纹 是 z 和 上 的 一 个 多 项 式 ， 即 


a= 3 > AS) 2444, (12.2.21) 
2Xi£n2€j£n—it-2 


X n 2, 其 中 
1, 2 n = 2; 
o) = { (12.2.22) 
| 0, GM. 
由 (12.2.19-20) 式 ， 有 
an = zt(0,04 1 — Oto 1), (12.2.23) 
带 始 条 件 ar = zt. 
3189 12.2.3. 对 n>2, 有 
— Ca ty = od 2); 
a,,(z,t) = Í alt, z), n = 1 (mod 2) (11.2.24) 
as (t, z), n = 0 (mod 2), 


其 中 e, (t, z) 的 意义 由 (12.2.20) 给 出 . 
证 首先 ， 由 (12.2.3) A, A 
oa{z,t) = zt(0,04 — Biol) 
= zt(zt — 0) 
= 2747, 


mi B, 8 ag(z, t) = aalt, z). 进而 ， 对 n > 8, H (12.2.23) =, 对 
n = 0(mod 2), 有 


ox (z, t) = zt (6... (z,t) — &,o (2,12) = +a,(t, z) 
HARB, 


= zt( — Bzani (t, z) + Bani (E 2)) 
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一 zt(Dran—ilt, z) — 0,0, 1(t, 2)) 
再 由 归纳 假设 ， 
= zt( — es—u(z,t) + Oan-1(z,t)) 
= +an(z, t), 
和 对 n = 1(mod 2), 
az, t) = zt (san-l, t) — Giao a (2, )). 
由 归纳 假设 
a, (z, t) = zi (8... at z) 一 O,as—Ai(t,2)) 
= -2t (Deana (t, z) — 8,05, 1(t z)) 
= oet, z). 
从 而 ， 引 理 得 证 ， h 
由 (12.2.2) AE R, AE (12.2.19) AH, OBS Um S 
ftf, WJ (12.2.20) 式 中 的 =,.(z,t) 用 


B.- 35 L BI") zu (12.2.25) 
2<i<n2<j<n—i+2 


KZ, nz2,158 
Bn = zt (8,5... Bulln-1 ) (12.2.26) 


带 始 条 件 ñ = za. 
这 时 ， BÍ) 就 是 M 中 ， 所 有 n 度 的 地 图 上 ， 使 得 根 面 和 根 
节点 次 分 别 为 和 j 了 的 (1,0)- HZ BR. 
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引 理 12.2.4 对 n 之 2, 有 


Bn{z,t) = B, (t, z), (12.2.27) 
其 中 Bn(z,t) 的 意义 由 (12.2.25) 给 出 ， 
证 与 引 理 12.2.3 的 证 明 相 仿 . h 


4 A, 为 所 有 mxmz 下 三 角 阵 的 集合 . 变换 V, An 一 Anti 
车 对 A= (oi € An, Bl Gij =0,4 > t,1 < š,J < n, 有 


V41A = B, (12.2.28) 
其 中 B = (b) 使 得 
bg = Say + Y ol (12.2.29) 
i=; t=j-1 
Misijsnt+1, HUKEA LRT. xm. ME 
VAA- Va ( Vil 14) (12.2.30) 


Mm>2, Hp Vi, = Va. 

j, X(m) = (z'^,2771,.--,z). M| X(m)* = (z, z^, --,27) 被 
称 为 X(m) 的 反 转 . 

“定理 12.2.2 ttn>2, # 


1 0 
Bn = tZ- VO | | TAL iy (12.2.31) 
0 1 


其 中 T Rae ye EB, 


al 10 a [19 10 
V 一 1 和 vu = 
0,1 Ü 1 0 1 
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证 3 n-28, 有 


1 Q0 
Ba = ztz Vii tz. 
0 1 


册 (12.2.26) R, qn = 2 时 ， 定 理 为 真 . 
一 般 地 ， 假 设 


1 0 
n-3 (n—1) 
V+1 = (bi; 
MEL 
W1si,jsn~1 My” =o, < j, B 
bn = tZ lO OTT 1). 


由 于 
n—i 
0,8, = e ya 3 +° Sapo Ye 
i=2 i=1 
-+ ep a-i5 


Dein =t Y ayo x z+ (t+ t?) Y a(n) > y 
-1 


i=1 i-2 
tett peA ua 
有 
n-1 . n=l 4 f 
8,6. + Obn = e( Soy Par + Sol unen 


i=1 i=2 


reed 7j 


($ > d 1) x z! + > d. n—i41 


t=2 
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4e BE hag) e 


n-1 n-i 
ie ( D s Y atur) 


i=n—2 
+O) uz 


=t Coa + (ogy? + M) get 
... X (n-1) E 
4e Yum Ve 
j=1 
«e(t? + (7) z^ + (of? + n» 


HD tapy e084 Y pr) :) 
+ wae 
= Ze) (06) TES, 
其 中 
of? 一 y; REV + yar 1) 


t=j—1 
Mixüjzn MY —0, 4 j >i h (12226) 式 和 (12.2.28- 
30) X, BAT 


Bnri = 2tZn)V457 Tey. 


从 而 ， 依 归纳 法 ， 定 理 为 真 . 4 


812.3 不 变量 399 


因为 


1,0 1,0 1,0 
of )=-| J| E 
0,1 0,1 0,1 


具有 这 样 的 性 质 : 它们 的 主 对 角 线 , 形成 由 二 项 系数 组 成 的 三 角形 ， 
UREZ, Hox IPAE x7 25. 
相仿 地 ， 由 (12.2.23) 式 ， 还 可 得 到 另 一 个 立方 三 角 ， 即 


812.3 不 变量 


RE, 有 二 个 目标 . 其 一 是 想 将 平面 三 角 化 的 色 和 方程 (10.4.9) 
式 用 更 少 的 变量 代替 . 其 二 就 是 为 看 一 看 当 入 取 Beraha 数 时 的 特 
AAE. 

因为 对 任何 三 角 化 , 总 有 mT) < gT)+2 和 (T) < a(T') +1, 
h 作为 y HERK, MARKEE z,t 和 À 的 多 项 式 ， 用 Tutte 
的 术语 ， h Æ oy ROH 由 于 Gf) = f + os, 用 à, 作用 方程 
(10,4,19) 式 上 两 次 ， 可 得 


0 5) 52) a 


+ 
+ (v0 + *-) — z(1 + 2y2)) 52h 
-yz f h = z76?(th?). (12.3.1) 
AAG, V T 
A= y(1 + M) — y2?, 
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+ 
B-y(1 5) — (+ 292), 
C = —y2°. (12.3.2) 
这 里 ， 4,B # C 全 与 t GR: 


3€ ó, (EA n — 1X, M un? R (12.3.1) A, 然后 对 n>1 求 
5, H (12.3.2) 式 ， 即 可 得 


(4 + Bu} + Cu?) D u^ó?h — Bó,h 


n2l 


-O(u^l&h + Sh) = -C S wáp t (th?) — (12.3.3) 


"ll 


S pho 2 F Bi Jy z tt — A 
Av? + Bu + C = 0. (12.3.4) 
由 定理 1.4.1, v AOA y Sz 的 级 数 ， 实 际 上 是 多 项 式 ， 分 
别 带 —1 MORAN. SSH Y MS HER, BHBAA—-M 


t. 48a 
—Bó,h — C(u hh + 57h) 


= —(Au B + Cu! )5h, 
+Auó,h — Có2h, (12.3.5) 
由 (12.3.3) 式 ， 有 
(y — #) Ah = -C $ (v — ort (sh), (12.3.6) 


n21 
Bi vom ó BHR (12.3.4) 式 的 根 ， 知 96A = C. HERA 
(12.3.6) 式 ， 然 后 用 ARB, WIA 
(9 — $)&h = -pp V (u^ — Pjort Eh’). (12.3.7) 


n21l 
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由 于 h° 是 以 和 为 参数 的 上 和 y HRM, HN 


hf = AC 一 1)", 


r20 


其 中 forzo, 是 y MBM, B SX. 


由 于 


根据 (12.3.8) 式 ， 并 将 它 重 写 为 


(9 — &)(&h + th?) = -p$ wr sp (th’) 


n20 


+ V A SRE’), 


n>0 


>. unir) = V^ fV a E 1)", 


"20 T20  n-0 


(1-t+ 9) >> prop (t^) 


n2 


-Beer) 


n20 
= (L +AA (1 + ú,u, A) 
—(t — 1)th°(t, y. A). 


TWA, SPA ó RR, (12.3.9) AMAR. 


联合 (12.3.9, 10) 式 ， 有 
(9$ — p1 -t+ )(1 — t + ó)ó;h 


= poh (1 -t+ 4) + pR + Vu X) 
—(1—t+ YNI + A)R (L+ 6, y. 2) 
+(¥ — deh (t, y, A)). 
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(12.3.8) 


(12.3.9) 


(12.3.10) 


(12.3.11) 
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HEP h = ht + (t — 1)ó,h, 从 (10.4.19) RARE z = ys, 有 
(se +(y—1) (s - t - ?) &h 
= sy tA — 1) ~ y? 87th? (t, y, A) 
~(s- mt -t)h*. (12.3.12) 


根据 二 次 方程 (12.3.4) 式 的 根 与 系数 间 的 关系 ， 由 (12.3.3) 
式 ， 可 导出 
y’s(1 + V) + é) = —%é; 


y? (1 + Hja +Y + = (p — 1bó. (12.8.13) 
这 样 ， 【12.3.12) 式 可 重 写 为 
VQ Hwy + GL 49 —£)0 6 — t&^ 
= —y $41 + v)*( + 4)? th°(t, y, 3) 
Hh- v0 ))0 + @)A(A — 1) 
4X(96 — 196 — Ay (1 4-9? 
x(L d) (99 - D) 
+ (so + ¥)( $96 — 1) 
-XP +G + 9). (12.3.14) 


H (12.3.11) 式 和 (12.3.14) 式 ， 在 消去 Oh 的 同时 th° (t, y, À) 
也 被 消去 ， 结 果 得 如 下 恒等式 ， 


-pP + 02(ü -—t+ )0 v) + V uA) 


-( -t+ 9) + ó) (1 + 6,9, 9)) 


812.3 不 变量 403 
= 0 -e((- wea + 0 
+AA- 1$ — Ay (1 )0 + d' (9 — 1)) 
t (ova + DL+ 496 - 1) 
-MP0 + v) 22) (12.3.15) 


比较 (12.3.15) 式 中 与 土 无 关 的 系数 ， 可 得 二 个 关 款 .由 它们 通过 
消去 带 hH yA) AAPL + 6,y, A) 的 项 ,分别 得 如 下 二 方程 : 


00 + BCL + PY — 9*0 + oy, A) 
= A(9 ~ &( - 960. 90 — 1) 
49é(66 — 1) - (Y 0-6). (123.16) 


PO ANL + 9)" (6 - V) Q + 6.2) 
= X6 - yh - dé + 9)0 1) 
*é9(6$—1) -y+ (1-469). 02117) 
定理 12.3.1 BK A) (y, X) 可 由 下 面 一 对 方程 确定 ， 
(1 — t)ny h (th, y, A) = MI 
+A(1 — t1 )(1 — £3)(t — pta + ntxtz); 
(1 — t2)6tay h (ta, y, A) = AG 
+A(k ~ ty)(1 — t2)(to — uti + petite), (12.3.18) 


X Pt =1+W0t = 1+é# a= À-1. 
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证 在 (12.3.16-17) HH, R =t — 1 fl ó = t — 1 A 
X = gz +1, 即 可 得 (12.3.18) 式 . 

确定 h*(ty,À) 是 按 如 下 方式 . BH, 38 t MA MANA 
Mmm. 因为 tz 的 常数 项 为 1, 同时 乡 的 常数 项 为 0, Ate = 1+2. 
比较 (12.3.18) 的 第 二 式 中 y? 的 系数 ， 则 求 得 如 中 y? 的 系数 为 
经 /人 一 二) 然后， 比较 (12.3.18) 的 第 一 式 中 y? 的 系数 ， 求 得 
h?(t,y, A) 的 常数 项 ， 进 而 ， 通 过 比较 (12.3.18) 的 第 二 式 中 y! 的 
系数 ， 可 以 确定 在 ta 中 yt 的 系数 ， 如 此 交错 地 利用 (12.3.18) 的 
==. ü 


令 W(z,t,y, À) 是 z,6, y 与 A HERAA Wiz, t, y, À) 为 
W(z,t, y, À) BY y- 限定 前 子 环 ， 在 W.(z,t,y, M) M Watya 中 
所 有 商 元 素 构 成 的 城 分 别 记 为 


Az 59, i) 和 Z(z,t,y, A). 


3855, 可 知 W(t, y, A), Wy, A); (ty, A) At, y, 4), Z (s, A) 
Filu A) 等 的 涵义 . 
MFE 五 (t,y, 和) 中 的 元 素 


fü, A) = A 


Palt, yA) 
其 中 Pt y. À) #l px(t, y, À) 为 Wilt, gy, À) 中 的 元 素 . 如 果 在 
mn (t, L£ A) 和 pelt, VA) 


mE SRI u fO, u € Wi(ty, A), BJ f(u y, A) € Fy 2). 特别 
Bb, WAR u= t, BÈ to. in 


f(ti, Vy A) = f (te, y À), 


WK fy, A) 为 Filt y, À) 的 EE. 当然 ， Wily, A) 的 任何 元 
MIA Fily X) 的 不 变量 ， 并 且 称 它们 为 PAN. 
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引 还 12.3.1 dE M Z (tu, A) pe 
J= y^ h? (£, y, A) _ ty? 1—t 


i-t 12.3.19 
A 1-:* d (12.3.19) 


是 一 个 不 变量 ， 


证 SAMA NDA t= h H t RP JHB. AR, 
JA, J € Filthy, À). 信和 了 为 以 某 种 次 序 取 1 和 2 的 整数 . 则 由 
定理 12.3.1 $n t, 与 tz 间 的 对 称 性 ， 即 得 引 理 . h 


令 序 列 vva va, - 按 如 下 递 推 的 方式 确定 ， 
Unta = Hingi Un T 1 — h, 
u = Mv. = 11 (12.3.20) 
对 n> t. 
29 12.3.2 £i 
A(u,v) = u? pu + v? + (n — T)(u-- v) — p, (12.3.21) 
-ARANE udus £ NX, W $$ jt 为 某 常 数 信 ， 则 有 
A(vn, n41) = J (11.3.22) 
EHn 
证 与 引 理 123.1 的 证 明 过 程 相 仿 ， 首 先 ， 可 以 看 出 
À(v,v3) = A(t 479 = Ji = 4 = J. 
然后 ， 对 任何 ?> 2, JA. (12.3.21) 式 ， 可 以 验证 


A(vn41; a42) = A(n, Unt). 
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Am., WAIE. q 


进而 ， 以 递 推 的 方式 定义 一 些 4 的 多 项 式 Qn 和 An 38 n 3⁄4 
整数 时 它 可 以 是 正 的 ， 负 的 ， 或 0. BH 


Qn = uQs-i 一 Qn-2; Qa = 0, Qi =1, (12.3.23) 
Anti = Á, + (u — 1)94, Ao = 1. (12.3.24) 


特别 地 ， 有 @2 = u, Qa = p?’ — 1,Q I = 53-2541 = 1,42 = 
4, Aa = uà Aí = Š — n + 1. 

由 (12.3.23-24) ÅHH, As — uÁs 1 tAn- 是 与 KKM. 
A, An 可 以 如 下 确定 : 


An = BAn-1 一 An + 1, Em = En = 1. (12.3.25) 


定理 12.3.2 对 n>1, 有 
Vs = Qu iva — Qn-201 + 1 — An_1, (12.3.26) 

其 中 vive 和 vn, 如 (12.3.20) RASH. 

证 记 

Y, = Un — Qu 192 + Qa-291 — 1+ Ans. 
ARIE, Y, = Yz —0. Rm, Wn > 2, 由 (11.3.25) A, (12.3.26) 
AT (12.3.20) 式 ， 有 
Y, — HY,-1 + Yn-2 = 0, 

故 ， 对 任何 n, Yn = 0. h 

现在 ， 令 # = 2coso. 可 以 论证 ， 


Qn = sin(a), (12.3.27) 
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从 而 ， 利 用 基本 的 三 角 不 等 式 ， 即 可 得 


2n—1ux 
—1 
Aa = EL w - i) +1. (12.3.28) 
z 


引 理 12.3.3 + d je ; R X AY W E149 2, B) w f M E 
整数 m, 有 
Q? (mi Y, A) E tuy? ) 
m À 1 - š, 
—(Qu-1iti + Am — Qa) 
X(—Qmiti + Am+i + Am) 
—(Qmvj — Am — Qm-1*i) 
X(Qmvj + Ami 7 Qm4iti) = 0, (12.3.29) 
其 中 v; 和 v, Bi (12.3.20) 式 给 出 . 


证 将 (12.8.29) 式 左 端 展开 为 uw 与 y WEKEL. ÆT 
(12.3.23) 式 ， 或 (12.3.24) 式 ， 每 一 带 viui 的 项 的 系数 均 可 表明 为 


0. 从 而 ， 即 可 得 引 理 . h 
为 方便 ， 记 
8 2 
H(m) = Qi, (ina e 2) - e) 


-(Qwu-1v *Àm-— Qn) 
x(—Qm41¥ + Amii — Qm), (12.3.30) 


其 中 v= 本 ! 和 m > 0. MA, Him) € i(6y X). 4 Him) = 
H(m)|= i= 1,2. 可 以 看 出 ， 


H,(m) € £(&y,3), š = 1,2. 
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由 (12.3.29) 式 ， 有 
Hi(m) = —(Qmv; + Am1 — Qm4i%) 


x(Q,, iw + Am — Qn;). (12.3.31) 


WA, # n MA 2cosa, a = 2n/n, n> 3. H (12.3.18) 5X, 
"[ A. x fü ó, JA h Me, 当 入 取 作 常数 时 ， By fH ó MA 
s(z = ys), t 和 y BJ NR GR ER. B v F p € W(t,y, z, 4). 即使 
这 样 ， 没 有 项 是 依赖 和 的 ， 同样 地 ， 这 个 代替 分 别 在 环 WA y, A) 
中 和 在 域 Fi(t,y, A) 中 是 封闭 的 ， 

xH n > 2, 记 


M-1 
(1-v) II H(m) n=2M - 1; 
I(n) = mol (12.3.32) 
M-1 


Q - v)(Aa +u) [T Hon), n = 2M. 
mæl 


33 12.3.4 H n> 2, 由 上 式 所 给 出 的 In) £ Flt yA 的 
一 个 不 变量 . 


证 当 m= 2m, 由 (12.3.27) sË, 对 任何 整数 mm HA Quim = 
Qu. 这 样 ， 就 有 


Qu = -Qo A Qu- = -Q1 = 1. 
iX, # r= M-L1, W 
Qru; + Aci — Quat = Aw + vj. (12.3.33) 
ie t BON t, 或 者 to, 由 (12.3.31) 式 ， I(2M) 均 为 


(C147! (1 — v)(1 — va)(Ag + i)( Aw + v2) 


812.4 Du f su 409 


M~2 


x il (Q; + Am+i — Qm4+102) 


m=1 


x(Qmve + Am+1 — Qm-101), 
其 中 空乘 积 被 视 为 单位 元 ， 由 此 ， (2m) 是 Filt y A) 的 一 个 不 
变量 . 相仿 地 ， 对 于 n = 2m +1 的 情形 . h 


事实 上 ， 可 以 看 出 ， 每 一 个 JIL2 - 1) MIM), M > 2 #li 
是 J 的 阶 < M 一 2 的 多 项 式 ， 其 所 有 系数 均 只 为 y HAH. 


ZÆ 12.3.3 对 n>3, 有 


I(n}= (-1)72! Te —vj) (12.3.34) 
j=1 


Ht=t, Kt=te, PLE E 


证 由 (12.2.27-28) XX, 序列 vi, v3, Us, 对 于 n, 是 局 期 的 . 
而 且 ， 由 这 些 公式 ， 可 以 导出 ， 对 任何 整数 m, 


Qn-m = -Q-m 和 Asc = Am+1-. 
由 引 理 12.3.3, Xf. m > 0, 有 
Qum + Ami — Quaiva = 1 — vaa. 


XXE, O< mn. 利用 这 些 结果 逐 项 关于 所 ñ tat = t: BR ta, 对 
称 地 到 IDM) 和 I(2M — 1) E, H (12.8.32) 即 可 得 定理 . t 


$12.4 四 色 解 


Sh’ (ly, 和) 是 有 根 平面 三 角 化 以 面 数 和 用 的 色 煞 为 参数 的 色 
Tuv, Bj 
h*(y,X) 9 Y^ P(T,Xy"m, (12.4.1) 
TET, 
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其 中 m(T) AT OM, GER, PT ABT HESAR, HTL, 
为 带 根 不 可 分 离 平 而 三 角 化 的 集合 . HSA, WERT e TA, 
m(T) = 0(mod 2). 为 便利 ， 可 以 考查 ， h^(2, 3) — AP (2, X), Bl 


h^(zX)- V^ PT, An, (12.4.2) 
PET 


其 中 n(T) AT BJ BL 8k 2 *. 

MLR Tia 和 73, 即 如 S10.4 Bran IS Tra H, BAR 
为 2 的 地 图 的 集合 之 间 的 关系 ， 因 为 hit, y, A) JE TÉ, HEM 
B, A h^ (y, dA) = h9(1,y, X). 

本 节 上 月 的 在 于 确定 (yA) 或 者 hz). RALPH 
h(t,y, A) 的 继续 ， 

首先 ， 从 一 个 微分 方程 使 得 hae) BAR 


nm 一 2 + 2eos( 77) 


时 对 所 有 的 m > 2 Rat, AA A(z) 是 z MARRS HAR 
数 均 为 的 多 项 式 ， 推 断 这 个 方程 对 入 取 所 有 除 4 之 外 的 值 时 均 
成 立 ， 这 个 例外 的 值 4 使 得 这 方程 中 的 系数 变 为 无 限 的 . 

然后 ， 限 制 在 入 = 4 的 情形 . 

为 方便 ， 记 


B = 3z + v (= + 2 ; (12.4.3) 


HH h = hêz A), v = (4 — A). 
通过 观察 入 取 值 为 Beraha W ^^ (6 y, A), 启示 考虑 下 面 的 
LICET 


28W 


(A4 pu) =u (12.4.4) 


其 始 条 件 为 
Wq = n cos 1 (55) . (12.4.5) 


812.4 四 色 解 411 


W|,=o. 
可 以 证 明 、 这 个 方程 是 适 定 的 ， WH, ##-—41 u É 41k 
项 式 Y, Bin 


Y = u(A + Bu + Cu? + Du’) (12.4.8) 
使 得 ; 
s__y (OW 
us=—Y ( 5; ) (12.4.7) 


这 是 通过 考察 h? 在 和 = Bn, WHA n > 2, 即 Beraha 数 时 而 想 
到 [Tut33,Tut36]. 

根据 (12.4.4) RA (12.4.7) 式 ， 可 以 消去 W. 重 写 (12.4.7) 式 
为 


x zu (-Y). (12.4.8) 

则 由 (12.4.4) A, E 
oO = ICA fu(-Y). (124.9) 

然后 由 (12.4.8, 9) 式 
S (Cv) = 55 (CXAT60C y), ^ 02419 


Bp By RH 
(s- 2) uy -wE + (A + eut = 0. (12.4.11) 
H (124.6) 式 ， 有 
(s- 2) (Au? + Bu? + Cut + Du) 


—2(Au* + 2Bu + 3Cu + 4Du*) 
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dB 
_ 4A , 228 
+( A+ Bu) (s tu 
,dO aD 
+ dz ud dz ) = 0. 
比较 两 端 u AEB AR, A PO R47 PRÉ. 
dA 
-AS = 0, (12.4.12) 
ag dB ,dh 
(6 - 27*)A -AS + BS =0, (12.4.13) 
dg dC dB 
(4 - 277)B MEER. = 0, (12.4.14) 
dg dD dc 
(2- a |e -A +A = 0, (12.4.15) 
ag dD _ 
-25D +9 = 0. (12.4.16) 


这 里 ， 4, B,C fü D 作为 z 的 级 数 ， 它 们 的 常数 项 确定 了 这 个 方 
程 组 的 始 条 件 ， 
由 (12.4.4) 式 和 (12.4.8) 式 ， 有 


u*(- A+ fou)” = 一 2 ` duo (£Y 


再 由 (124.4) 式 ， 可 知 Po = 2. 根据 (12.4.5) 式 ， 有 


2,⁄2 
pp 
n?y?Y, = —u(4 — vu)(A— 202. (12.4.17) 


利用 (124.6) 式 和 (12.4.17) 式 ， 比 较 ARR, T4 


—4À2 8A + A? 
Ao = AP o= — a 
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-(4 + 2))u2 v 


Cy = + Do = z: (12.4.18) 


下 面 就 在 (12.4.18) 式 给 出 的 始 条 件 下 ， 解 方程 (12.4.1216). 
一 则 ， 由 (12.4.12), 有 


4A? 


A= Ay = -a 


(12.4.19) 
二 则 ， 积 分 (12.4.13) £, 43 
6Az ~ 2A8 - AB e = 0, 


其 中 ci 是 一 个 常数 . 取 此 式 的 w 的 系数 和 利用 (12.4.18) K, A 
ne, = AS. 则 可 导出 


n2? B = MM? — 24z + 88), (12.4.20) 
dB dB 
ny = (- 24+ 3 (12.4.21) 
三 则 ， 将 (12.4.1921) 式 代 入 (12.4.14) 式 ， 有 


27° = 2 _ 一 一 
nV i div 96z + 88 + 48z 1 


-2n É _ 36. (12.4.22) 
通过 积分 (12.422) 式 ， 得 
n VC = AX? z 一 4822 + By + 4828 
一 487 — 2Xa2 有 — A? 十 cz， 
其 中 cz 是 一 个 常数 和 
- f “ B(z)dz. (12.4.23) 
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提取 £^ 的 系数 ， 由 (12.4.18) 式 ， 有 
—(4—2))u4 = —2Au* — Av* + es. 
因此 ， <= 0. 这 就 导致 
22220C = 4Mz2z — 4827 一 407 
+4828 — 2247 8 — 482. (12.4.24) 
四 则 ， 解 方程 (12.4.16) 式 ， 得 
D = esf, 


其 中 cs 为 某 常数 ， 由 (12.4.18) K, n'cs = 1. 从 而 ， 


n?D = f?, (12.4.25) 
AED _ , 98 
ap Pir (12.4.26) 


最 后 , 用 n22 R (12.4.15) 式 二 端 , 36 (12.422) $, (12.4.24) 
式 和 (12.4.26) 式 代入 ， 有 


2 ( 一 £) (4A? z — 482? — 40 — 2297 + 38zB — 497) 


-zap É st B ee 96z + 8B + aac 


w gil) o 
经 简化 ， 即 得 
( 一 2) (Av?z — 1227 — 10y + 628) = 6z8, 


2 
( - $2) c + 1222 + 107 — ea) 
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2 
H2 T = 0, 
或 2 
(: - i2) (22 + 1227 + 104) 
d 
+6252 = 0. (12.4.27) 
通过 积分 (12.4.3) 35, 4 
= h Ea 12.4.28 
y= X v^z 2" (12.4.28) 
从 而 
s dy P 
To = Yle-0 = 0 M 45 = | =. (12.4.29) 
z-Üü 


定理 12.4.1 RAAB (124.27) X, PH HH (12.4.29) <, 
WB y WE z HHH, kR 82 X (或 者 DA) 的 有 理 多 项 式 时 是 疾 
EN. 


证 ES 812.2 中 用 的 方法 相仿 . 


HT v = 1/(4 — X), Æ (12.4.28, 29) 式 中 ， A 不 可 取 值 为 4. 
这 时 ， 要 另外 讨论 9 


H = h^, (12.4.30) 
则 由 (12.4.28) 式 ， 
_vH a 3 
Y= thet, (12.4.31) 
d 
2 = I LV +327, (12.4.32) 
d^, vd^H 
ia har (12.4.33) 
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将 (12.4.31-33) 式 代入 到 (12.4.27) 式 ， 有 


AIL dH us (rns 2? + 10A71H — 6A7 w) 


= —2v lz + 6z — 20171 1H 


4H 
-1y—1 
+18) dz 


HT À — 4, # v^! — 0, 此 方程 变 为 


?H 
I 3 (2 +5H- a) = 48z. (12.4.34) 


MA=4 it. H (124.30) 3X, # 


dH 
H|;-o = 0, dz 


= 0. (12.4.35) 
z=0 


定理 12.4.2 以 (124.35) 式 为 始 条 件 的 微分 方程 (12.4.34} 
X, HRAAPRERRMRH RBH. 且 ， 它 的 这 个 解 就 
是 由 (12.4.30) 式 给 出 的 . 


证 与 定理 12.4.1 的 证 明 相仿 . h 


由 (12.4.30) £, DE (12.4.34-35) 式 确定 了 当 和 二 4 PF, # 
模 不 可 分 离 平 面 三 角 化 以 面 数 为 参数 的 色 和 函数 . 


812.5 注 记 
12.5.1. 关于 带 根 不 可 分 离 外 平面 地 图 色 和 方程 (12.1.10) 式 


的 通 解 ， 当 入 = 2,3 以 及 oo 的 更 进一步 讨论 ， 可 参见 [Liu47] 和 
[Liu50]. 
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12.5.2 在 [Liu40] 和 [Liu46] 中 ， 可 见 到 12.2 中 所 述 的 立方 
三 角 ， 然 而 ， 这 里 扩张 子 的 定义 (12.2.29) 式 矫 正 了 在 那些 文章 中 
是 标的 混乱 。 在 [Liu46] 中 ， 还 有 更 进一步 的 结果 ， 


12.5.3 在 512.3 中 的 结果 ， 可 参见 [Tut27]. 


12.5.4 在 812.4 中 所 找 述 的 整个 理论 源 于 [Tut33],[Tut36- 
37], 特别 是 [Tut41]. 


12.5.5 虽然 方程 (12.4.34) 式 看 上 去 相当 简单 ， 由 于 非 线 性 
项 的 出 现 , 一 直到 现在 , PERH A^ 的 一 个 显 式 , EWCR EE 
的 显 式 了 . 
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随机 性 态 


813.1 外 平面 渐 近 性 

4 PO $n QU) 分 别 表 示 具 有 性 质 ' 00 n RE ( 边 数 ) 一 般 平 面 
和 外 平面 地 图 的 数目 . 其中， ‘=g, nl’, '8 和 ‘ns’ 分 别 指 ' 一 般 ，， 
ESSA EAE ‘不 可 分 高 

定理 13.L1 如 果 n 完 分 大 ， 则 几乎 所 有 一 般 平面 地 图 均 不 
是 外 平面 的 ， 

证 由 定理 9.1.2， 知 


pe = 2. 3^ (2n)! 
nl(n + 2)! ` 


(13.1.1) 


由 (1.7.6) 式 ， 


N 2.3" /2me-?^(2n)?n- à 
2re-"n^-1 V/2re-n(-H)(n + 2)*3 


2n+4 , 9n 
" 2 3 „e?n $ 


Var 
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= O(n- 412"). 
相仿 地 ， 基 于 $ 3.4, 或 [Doy1], 有 


2" (2n)! 
n!(n + 1)! 


Q = 
= O(n- i8"). 


H (13.1.1) 式 和 (13.1.2) 式 ， 即 得 
(g) 


pie 
因为 lim n(1) =0, 定理 得 证 . 
由 于 已 知 {DoY1] , 


t—1 
1 
(ab)  — 7 __ ` | , 
Qs n(n + 1) per. Ai 


其 中 . 
Aca — I) 
57 Pn n-i- i 


可 以 检验 ， A; 在 0 与 % 一 1 之 间 是 单 峰 的 ， 且 最 大 值 在 


j ^ (am + 8), a = 2-2 
1 v2 
8--(5* 4) 


处 达到 . HX k = (an + 8) -了 和 利用 
log(1 +€) 2e— Z + O(e?) 


E k = o(n) 条 件 下 ， 可 得 


(m) ~ (2x) $ni (a(l — o)) 3, 


n — J) 


Qa _ o(n(=)") = O(n(0.667)"). 
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(13.1.2) 


(13.1.3) 


ü 


(13.1.4) 
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(eene (e y(t EE) 
(=) ~ (1 — aj 176-8) 

n-i 
xep[-&- (1e as) }, 
m-i M _ j 
(uis) "e" Geo) 
=) ~e- a)" exp [7-5 A, 
QA n7 a (1—o)n4-k—8 
Ga) Gu) 
x exp Í _ Eh ( + dA) Y, 
n-j 
n(n- 1) 

Ei (.1.7.6) 式 和 (13.1.5) 式 ， 可 以 证 明 ， 

Aj yh + Va)2n exp { 一 wok}. (13.1.8) 


m~ (1— o)n 1. (13.1.5) 


进而 ， 若 | > n°, 1/2, Ri 


A; = o(n- Y A;) ， 
i=l 


由 此 ， 
» A; = >` o(a Fa) < (SA). 
{k|>n* |k[ n^ i=1 í—1 

这 就 导致 ' 


-1 
Y Am Y A^ Leva pin- 


j-0 [kin 
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x(1+ v2)" V^ exp Í 一 4v5 (13.1.7) 


[ki nt 


在 (13.1.7) 式 的 最 终 的 那个 求 和 以 步 长 1/v 的 近似 为 


E 
> exp { _ 4v5 ^ ava f e AV gz 
0 


[k| <n? 
oo 
^. ava f e 1222 dy 
0 
一 2-$rinz. 


从 而 ， 
QD ma LE etn + 2)?" 


= On (+ V2)). (13.1.8) 


ZA 13.1.2 n X X EE 2 AK, LX BUR ISO 
地 图 全 不 是 外 平面 的 . 


证 由 定理 8.1.2, 有 
a) G(4n +1)! 
PRY = (3n + 3)!n! 
_ (256\" 
- om (y) 


根据 (13.1.8) $, 48 


ge 27(1 + V2)2\" 
po» Oa) ) 


= O(n(0.615)"). 


从 而 ， 定 理 成 立 . h 
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关于 简单 平面 图 ， 由 (8.3.28), 有 
n—2 
P = 5 B, 
s=0 
其 中 
B. = 4(2n + 1)!(2n — i — 4)! 
` dl(n-i—2)(2n— i + lint" 
容易 检验 ， B, ÆRA [0,n — 2] AERE m B, BABE 
. L 4n=2+1; 
ei M n = 2l 


处 达到 . 用 与 上 面 所 述 相仿 的 过 程 ， 可 得 


64V3 $a 3 2k? 
Bi —43 ° n 1364 exp { - =}. 
用 积分 估计 求 和 ， 在 |k| > 1,52 1/2 的 条 件 下 ， 有 
四 、_64e”)- 
Pt mA 164! 
= O(I 3825). (13.1.9) 


定理 13.1.3 当地 图 的 度 充 分 大 时 ， 几 乎 所 有 简单 地 图 都 不 
是 外 平面 . 


证 8%, CA [DOY1] , 


L3 
3) — / 


了 一 个 
其 中 B: = 1 . (2n 一 23)! 
了 n(n+1) j(n—-j!(n—-1-2j) 
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WH, Bj 在 区 间 0,137) 内 是 单 峰 的 ， 其 最 大 值 在 


_ 7 
j= £n +n, £ = 2 4, ?7-g 

附近 达到 ， 依 上 述 过 程 ， 有 
q) ~ GA D Has + V2)" 


= O(n M2^(1 + ¥2)"). 
然后 ， 由 (13.1.9) 式 ， 可 得 
Qo EE 
4 


pp 64 
= O(n(0.604)"). 
这 就 导致 定理 为 真 . k 


EA 13.1.4 当地 图 的 度 充 分 大 时 ， 几 平 所 有 不 可 分 离 平 面 
地 图 全 不 是 外 平面 的 


证 由 (7.3.18) A, JER) m+p=n+2, 知 


pio) = DAE 
由 (1.7.6) X 
-oo 


X, HE (7.1.30) 式 ， 考 虑 到 9 = n 和 rm 十 如 sii = 2n, 有 


(2n — 2)! 


(ns) — 
Qs = Ta Iinl 
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H (1.7.6) 式 ， 
~ ar tn dy 


= O(n 347). (13.1.10) 
这 就 导致 


ge a a 19)" 
Pi) 4V3 \27 


= O(n(0.593)"). 
从 而 ， 与 上 述 相 同 的 理由 ， 即 得 定理 ， h 


# 8 2.1 中 , BRAT RMA. 而且， 它们 又 是 特殊 类 型 的 

外 平面 地 图 ， 度 为 n 的 带 根 平面 树 的 数目 为 
_ (2n)! 
T- alin + 1)!’ 

这 就 是 Catalan 数 . 下 面 的 定理 可 以 看 出 , 树 在 外 平面 地 图 中 所 占 
的 位 置 . 

定理 13.1.5 当地 图 徇 度 充分 太 时 ， 几 乎 所 有 的 外 平面 地 图 
全 不 是 树 . 


证 基于 (13.1.11) 式 ， 用 (1.7.6) 式 ， 有 


(13.1.11) 


€ 
T, ~ ——4n li. 13.1.12 
j^ ( ) 


再 根据 (13.1.2) 式 ， 即 可 得 


T of2-"). 


ae 
这 就 意味 定理 成 立 . h 
事实 上 ， 进 而 还 有 
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定理 13.1.6 当地 图 的 度 充分 大 时 ， 几 平 所 有 简单 外 平 钾 地 
图 均 不 是 树 . 


证 H (13.1.2) 式 和 定理 13.3 证 明 中 给 出 的 对 Q) 的 估 


计 ， 即 可 得 
T, 
q 


从 而 ， 定 理 的 结论 为 真 . t 


= O(1.207-"). 
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对 于 一 个 构 形 ， 通 常 它 也 是 一 种 地 图 ， 确 定 在 一 个 给 定 类 中 
的 一 个 地 图 中 , 这 种 构 形 出 现 的 频数 ,在 组 合 学 ， 以 及 数论 和 数学 
其 他 分 支 中 ， 常 遇 到 这 样 的 问题 ， 这 就 是 要 了 解 这 一 个 构 形 在 这 
个 给 定 地 图 类 中 出 现 的 平均 数 . 

一 个 带 根 地 图 , 称 它 为 树 - 根 的 ， 当 在 这 个 地 图 中 有 ~- 个 带 根 
的 树 , 作为 它 的 一 个 支撑 树 . 若 一 个 树 - 根 地 图 ,多 许 有 重 边 和 自 环 ， 
除 无 限 面 (BUR Ts) 为 二 边 形 外 , 其 他 所 有 茄 ， 全 为 (r + 2)- 边 形 ， 
则 称 它 为 Hir tv), FF v AEM ( 即 节 点 数 ). 记 Rí(r,t,v) 
为 所 有 类 型 (r,t,v) 的 树 - 根 地 图 的 集合 ， r,t 一 1,v 1. 

BE M = (Xap P) € R(r.t,v), 4 T JEM 上 的 一 个 支撑 
树 ， 也 视 为 一 个 带 根 的 地 图 ， 它 的 根 @(T)= Phr(24) 使 得 


k = min(i| KP*r(M) € E(T)). 


其 中 r(M) 为 M 的 根 ， 对 每 条 边 et = K(Peap)iClr(M) , i= 
1,2,.…,t, 自然 ， 全 在 无 限 面 边界 上 , 与 了 形成 唯一 的 一 个 图 ,用 
PBR. WRe ET E, Me 本 身 就 视 为 退化 的 2- 边 形 ， 地 
好 与 号 以 及 它 的 内 部 形成 一 个 带 根 外 平面 地 图 Pirn), È 
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的 内 部 前 而 全 是 (r + 2)- 边 形 和 无 限 面 为 (ns + 1)- 边 形 . 这 个 地 
图 P(r,ni) RA (m + 1)- 边 形 的 (r + 2)- 划分 ， 令 P(r n) 为 所 
有 (n + 1)- 边 的 (r + 2)- MADRS. 对 于 任何 2 阶 的 树 工 序列 
(Pi, P5,---, Pai T), P; = P(r, r) € P (r, ni) 使 得 


t 
Y n = 2e — 2, (13.2.1) 


i=1 
被 称 为 一 个 (r,t, vjs. 


5m 13.2.1 类 型 (r,t,9) WAS (r,t,v)- 树 纹理 之 闪存 在 一 
41-1 对 应 . 


证 ALETE, 对 任何 一 个 类 型 (r,t,v) 地 图 M € R(r,t,v) 
8E— HE — e (r,t,2)- RPL, Pe PaT) 与 之 对 应 . 这里， 
因为 n 就 是 P; 的 无 限 面 边界 上 树 边 的 数目 和 每 条 树 边 在 这 个 序 
列 中 均 出 现 二 次 ， 故 从 工 恰 有 "一 1 条 边 ， 知 (13.2.1) 式 满足 ， 

反之 ， 对 于 一 个 (rto) BOB (P,P PT), ATA 
(12.2.1) 式 ， 可 以 将 


P(r, ni), P(r no) (rr 


其 中 P; = P(r,n.),i = 1,2,… ,t, RRA T EAE I R TE 
界 分 别 经 过 m1, 02, n. 条 边 又 加 到 始 边 ， 合 成 一 个 地 图 M. 其 
根 边 为 e. 可 以 验证 ， 这 个 唯一 地 得 到 的 地 图 M € (rtv), HRH 
类 型 (rio), H P(r,n;) € Plr, ni), i= 1,2,---,t. h 
4 (r) = Vani Rn) 为 所 有 上 述 带 根 外 平面 地 图 使 得 任 
W—T AH, FRE, HH (r +2) WE. 注意 ， 自 环 和 重 这 是 允 

许 的 . 因为 这 时 
Rí(r) = Ro(r) + RL(r), (13.2.2) 


其 中 Ror) 仅 有 一 个 杆 地 图 Lo 组 成 ， 和 R (r) 是 Ror) 的 长 为 
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+ 十 1 的 链 lo- $4 wg 7.1 中 所 示 . B 
Rar) = R(r)* 7*0, (13.2.3) 


其 中 Rar) = (M —alVM € Ri(r)}, a = e (M). 由 此 ， 有 


f(z) = z + fr (2), (13.2.4) 
其 中 
f@= 》，zntad) (13.2.5) 
MER(r) 


为 Rir) 的 以 n(M) +1 BRK RHR. 
33 12.2.2 PAH ERA (rtv) 树 纹理 的 数目 为 


(ker +1) + 4-1)! 
ker a” (13.2.6) 


其 中 20 = kr + t —2. 


证 EH (13.2.4, 5) 式 ， 可 见 R(r,n) 中 的 元 素数 为 f(x) 的 作 
为 z HBR a" HRM. 由 引 理 1322.1, (rt, v)- 树 绞 理 的 数目 应 
该 是 ft(z) 的 级 数 展开 式 中 277? MRM. 然 ， 依 (13.2.4) 式 ， 可 
用 推论 1.5.2, Æ f = = 处 ， 有 


fila) = x“ ‘Daas i sre) 


(kr +1) + t= 1)! 


= g*rtt, (13.2.7) 
> ki(kr + t) 
因为 kr + t = 20 — 2, 即 得 引 理 . t 
由 于 已 经 知道 ，v 阶 带 根 平面 树 的 数目 为 
(20 — 2) 


viis -ijn (13.2.8) 
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BY Catalan 数 ， 从 引 理 13.2.2, 类 型 (r tv) 树 - 根 的 地 图 数 为 
(2v 一 2)'t(k(r + 1) + t— 1)! 
vl(v — 1)!k{kr + t)! 

| t(2v + k — 3)! 
(v — 1)ts!k! ' 
其 中 用 到 关于 2w =kr+i+2. 
事实 上 ， 由 Euler 公式 (定理 1.1.2 的 p = 0 情形), 在 (13.2.9) 
AF, 参数 上 为 类 型 (r, t, v) 地 图 的 非 根 面 数 . 在 对 侦 的 情形 下 ， 
具有 个 节点 ， 非 根 节点 的 次 数 为 u 和 根 节点 的 次 t 的 树 - 根 地 
图 的 数目 为 


Rt, t, ») = 


(13.2.9) 


t(2z + v — 4)! 
a(x — Nv — 1)" 
EP z= ((z — 1)(u — 2) + t + 2)/2. 
H (6.2.9) XX, WAR u, 每 个 非 根 节点 的 次 均 为 2s 和 根 节 
点 的 次 为 2t 的 带 根 平面 图 的 数目 是 
((v ~ 1)s + t — 1) 2t) 
(v — Di((» — 1)s-- t — v + 2)!t!(£ — 1)! 
v—1 
x ( E (13.2.11) 
根据 (13.2,9) 式 (SE rp t fl u Fp BAB 26 25 RZ) 和 (13.2.11) 
式 ， 在 这 类 地 图 中 ， 每 个 地 图 上 树 的 数目 之 统计 平均 为 
(v2 - 1) +2G@ — EG _ 1)! 


(v - 1-1 "ICE 1)s 十 一 1) 一 1)! 


(13.2.10) 


8 — 1)! v—1 
x E _ i) : (13.2.12) 
特别 地 ， 当 t= s, 即 对 于 正则 Euler 地 图 ， 这 个 平均 数 为 
(vs - 1)! se- DIY" 
(s(s- 2 1)» - 1)! (E _ s) : (13.2.13) 
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由 于 当 s = 上 上 时 ， (13.2.11) 式 变 为 


(2s)!(vs — 1)! (25 — 10 V" 
( - (vts - 1) +2)! E 二 . (13.2.14) 


See ALN, MH o 充分 大 ， (13.1.14) 式 近似 的 为 


一 兰 
28 (vts E 1) i (2s — 1)! Y" 
"E (s — 1) 0-0 (= i) | (13.2.15) 
利用 (1.7.6) 式 ， 一 个 带 根 2s- 正则 v 阶 平面 地 图 中 树 的 平均 数 渐 
近 地 近 似 于 
v-3(2s — 1) 2:701 (= _ 23] 


vV/2rat"- 5 (a — 1)9(7 0*8 \ (28 — 1)! 


(13.2.16) 
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一 个 带 根 平面 地 图 ， 若 它 的 基准 图 是 Hamilton 的 ， 而 且 其 
上 有 一 个 Hamilton 轿 给 以 特定 的 标识 ， 则 称 它 为 Hamilton 根 地 
图 . 这 里 ， 只 考虑 所 有 非 根 面 ， 即 内 面 均 为 三 角形 的 情形 ， 车 一 个 
Hamilton 根 地 图 上 的 这 个 特定 的 Hamilton MHRA, WR 
它 为 一 个 切片 多 边 形 . 令 Hout 为 所 有 切片 多 边 形 的 集合 ， 然后 ， 
确定 m 阶 的 切片 多 边 形 的 数目 Ny (m), m > 3， 为 方便 ， 将 杆 
地 图 Lo 视 为 退化 的 切片 多 边 形 . 

将 Hou 分 为 两 类 ， 即 


Hout = Ho + Ma, (13.3.1) 
其 中 Ho 仅 有 杆 地 图 组 成 和 注意 到 


Hay = {H — alvH € Hi} 
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= (2. (13.3.2) 
这 里 ， x 是 为 好 ,1 节 所 示 的 链 1v- RE. PPA RAH 
f(- Y ` am, (13.3.3) 
He€Hou 


其 中 m(H) AH 的 阶 ( 即 节点 数 ), 满足 方程 
f(z) 2 25 +e! f’ (a). (13.3.4) 
经 验证 ， 方 程 (13.3.4) 式 的 适合 这 里 变 求 的 解 为 


fa) = 80 1-4) REN (13.3.5) 
WB, RA Na. (m), 就 是 (13.3.5) 式 的 f(z) 展开 式 中 z” 的 系 
数 ， 即 


1 2m — 4 
N+tout (m) = m-i ( m-2 ) , (13.3.6) 


4 H(n, m) 是 所 有 根 面 次 为 m, 阶 为 n 十 m 的 Hamiltén 根 地 
图 的 集合 ， m > 3. 对 于 MM= (Eas P) € (n, m), 不 在 根 面 边 
界 上 的 节点 被 称 为 内 节点 ， 其 他 的 ， 即 在 根 面 边界 上 的 ， 外 节 
点 . 记 n(M) 和 mM) 分 别 为 M 中 内 节点 数 和 外 节点 数 ， BD 
m(M) = m, n(M) = n. 4 是 为 其 上 的 那个 Hamilton RB, tZ HR 
为 ry = P*r(M) 使 得 


s= min(;| KP/r(M) € E(H)). 


设 这 m 个 外 节点 为 vivas. vs, UT STER DARE 
X, H o= s(M) 为 M 的 根 节点 . 自然， 也 是 H 的 根 节点 ， 对 
每 一 条 边 K(Pafy- !r(M) = (v vahj = 1, ,m, m+ = 9, 
即 根 节点 ， 则 (vv) 与 这 个 Hamilton WERA v; 到 vj 的 
有 向 路 Py(vj,vj+1) 形成 一 个 切片 多 边 形 Pj, 7 = 1,2,…,m. A 
时 ， 这 个 Hamilton 团 本 上 身 也 形成 一 个 切片 多 边 形 . 
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一 般 的 ， 这 m 个 切片 多 边 形 以 及 H 本 身 的 切片 多 边 形 产生 
一 个 序列 (Pi, Bb, , P4; H), 并 称 之 为 H-2 , 使 得 有 


m 


Y n(P)-m (13.3.7) 


t=1 
个 节点 ， 其 中 n(P;) 为 P 的 阶 (Nr AR, i- 1,2,---,m. 进而 ， 
将 (Pi, Pott, Pm) 称 为 ner 纹理, 
HE 13.3.1 4 P(n,m) 为 所 有 H- 纹理 (P, Pa --, Pri H) 
的 集合 ， 使 得 
n(P;) = 2m +n. (13.3.8) 


Me 


n 
= 


R|, # 
[Hin m] = |P(n. m) (13.3.9) 


w n > 0, m > 3. 


证 由 上 而 刚 提 到 的 ， 对 每 一 个 M c Hin m), 有 唯一 地 一 个 
H- 纹理 P £ P(n, m) 5 M 相对 应 . 

另 一 方面 , XHE— H-A P = (Pi, Ps,: , P; H) € P(n,m), 
TJ fln F 39 3k E— I — Hamilton 根 地 图 M € M(n,m). 设 
P, 的 根 边 为 (oz 0641), í = 1,2, M, Umt = vi. 选择 wza…… 
Um 为 根 面 边 界 上 的 节点 ， 使 得 vi 为 根 节点 ， 令 P(u; ui) 是 P, 
的 根 面 多 边 形 上 不 通过 (vv) 的 那 条 从 v: 到 voa 的 路 , i = 
1,2,…,m. 然后 ， 选 择 切 片 多 边 形 豆 的 根 面 由 


P(vi, va), P(ta, v3), - -, P(v, U1) 


组 成 得 地 图 M. 由 (13.3.8) 式 ， H 的 根 面 边界 就 是 M 上 那个 特 
定 标识 的 Hamilton 图 从 而 ， M € H(n,m). h 


这 个 引 理 使 得 能 够 通过 确定 满足 (13.3.8) 式 的 H- 纹理 的 数 
目 ， 以 计数 具有 n 个 内 节点 和 m 外 节点 的 Hamilton 根 地 图 ， 根 
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据 (13.3.6) 式 ， 满 足 (13.3.8) 式 的 H- 纹理 的 数目 为 


am= ` II 1 Cs). (13.3.10) 


a1+'"t+am=n j=l ai + 1 ai 
;20 


"ic 
1<i<m 


A(z) = 5 (7) nt (13.3.11) 


i»1 


WN, cH (13.3.4) R, A(z) 应 满足 以 下 方程 : 
A(z) = 1 + zA2(z). (13.3.12) 
其 理由 是 ， 可 以 验证 ， 
A(z) = E f(z). (13.3.13) 


由 于 anm 是 Am(z) 中 z" 的 系数 ， 基 于 (13.3.12). 式 利用 推 
论 1.5.2 (BJ Lagrange 反 演 ), 有 


2 — 1)! 
anm = eas (13.3.14) 
319] 13.8.3 X n > 0 $& m >, # 
[P(n, m)| = m(2n + 2m — 4)!(2n +m — 1)! (13.3.15) 


(n + m — Y)l(n + m — 2)!(n + minl 


证 TLa(m + n) 为 如 十 中 阶 的 切片 多 边 形 的 集合 ， 则 有 


[Pin m)| = as m | (m + n)|. 


由 (13.3.14) 式 ， 


(Zn + 2m — 4)! 


J (m+ )| = mtm- in m- 2 
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从 而 ， 由 (13.3.14) R, MARIA. t 
根据 引 理 13.3.1,  H(n,m) 中 的 Hamilton 根 地 图 的 数目 为 
Pam = Pin, m)|, (13.3.16) 

即 已 有 (13.3.15) 式 给 出 ， 


从 (4.3.18) Re, RE n PAR AA m 个 外 节点 带 根 不 可 分 
离 平面 三 角 化 的 数目 为 
2°41 (9m — 3)I(3n + 2m — 4)! 


(m - mt(m — 2)int(2n + 2m — 2)" (13.3.17) 
从 而 ， 每 个 地 图 占有 Hamilton 图 平均 数 为 
m ((m 2)!)?(2n + m — 1) (2n + 2m — 4)! 
2^H (2m — 3)!(n + m — 2)! (n + m — 1)! 
(2n + 2m — 2)! (13.3.18) 


"(n + m)i(Gn 2m — 3) 
现在 , 将 外 节点 数 m AE, 看 一 看 当 n 充分 大 时 (13.3.18) 式 
的 渐 近 行为 。 由 (1.6.7) 式 ， 有 


pam ~ Mattin- n3, (13.3.19) 


进而 ， 由 (13.3.18) 式 给 出 的 平均 教 渐 近 地 为 


3 
8m((m-2)) rap 77? 732)" 
———— (X 32 at 
(am — 8)! 8v (7) @ n (13.3.20) 
在 Hin, m) 中 的 一 个 Hamilton 根 地 图 , 若 所 有 在 这 个 Hamil- 
ton 图 上 的 边 均 不 在 根 面 的 边界 上 ， 则 称 它 为 一 个 AAR. 
根据 (13.3.0) X, HA n CAPAM m 个 外 节点 的 内 H- 地 
图 的 数目 应 为 


b= >. IL. (13.3.21) 


@yt--tag=n f=1 
uiü 


1<igm 
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考虑 到 (13.3.3) 式 和 (13.3.5) $, ALAR bnm 是 


B(z) = =y (13.3.22) 


的 展开 式 中 z" 的 系数 ,看 上 去 利用 Lagrange 反 演 不 会 简单 ， 然 
而 ， 可 以 验证 ， Biz) 满足 下 面 的 常 微分 方程 ， 


d'B dB 
z’ (4z 一 DAS + 2(62 — ET + r? B = 0. (13.3.23) 


按照 这 个 方程 ， 可 导出 确定 bnm 的 递 推 关系 
_ 2(n — 1)(2n — 1) 


nm = Ta + m)(n m) bs im (13.3.24) 
和 它 的 始 条 件 为 bom =1. 这 就 导致 ， 对 n > m, 
mf 2n 
Bam = — (, + a! (13.3.25) 


进而 ， 考 虑 到 对 于 一 个 H- 纹理 上 的 切片 多 边 形 的 (13.3.6) 
KX, RA n TARAN m 个 外 节点 的 内 H- 地 图 的 教 目 为 
_ m(2n + 2m — 4)! 
™ n(n4m- 1)!(n +m — 2)! 
x (2n)! 
(n + m)t(n — m)t 


Gn 


(13.3.26) 


id 


Tam = Tum (13.3.27) 


Pn, m ' 
则 由 (13.3.15-16) 3X, # 
_ (2n)!(n — 1)! 
UC (n-m)y(2n-4 m- 1) 
利用 (1.6.7 2X, 34 m 固定 时 ， dam 的 近似 值 浙 近 地 为 


~ migintam-Aq73 (13.3.29) 


(13.3.28) 


Tn 


Gn,m 
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只 要 n 充分 大 . 
联合 (13.3.19) 式 和 (13.3.29) 式 ， 即 可 得 


m^ LL (13.3.30) 


当 n 充分 大 . 


定理 13.3.1 如 果 内 节点 数 和 外 节点 数 充 分 大 ， 则 几乎 所 有 
Hamilton 根 地 图 均 不 为 内 H- WW. 


证 为 (13.3.30) 式 的 一 个 直接 结果 . t 
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如 定理 1.1.4 所 示 ， 带 根 地 图 不 是 对 称 的 . 或 者 说 ， 根 的 选 定 
破坏 了 地 图 的 对 称 性 . 然而 ， 从 渐 近 的 行为 来 看 ， 有 理由 表述 ， 当 
地 图 的 阶 充分 大 时 ， 几 乎 所 有 的 地 图 均 大 不 对 称 的 ， 也 许 会 想到 
大 多 数 的 3- 连通 葛 平 面 地 图 ， 或 者 说 c 网 是 对 称 的 . 不 管 怎样 ， 
本 节 的 目的 则 是 论证 ， 当 阶 充分 大 时 ， 几 乎 所 有 无 根 的 c- 网 全 不 
是 对 称 的 . 

对 于 地 图 M = (Aap P), 不必 是 无 根 的 c 网 令 o 为 M 
的 阶 最 小 的 自 同 构 . 自然 ,这 个 阶 必 为 素数 . 由 定理 1.1.4, a # x 
中 不 会 有 固定 元 ， 从 拓扑 学 上 看 ， a 只 有 如 下 三 种 可 能 性 . 

性 质 1 保 向 , 即 在 每 个 节点 (同样 地 ， 曾 ) 处 的 旋 在 = 作用 下 
不 变 ; 

Wm 2 北向, NTEM. 这 时 ， a 的 阶 必 为 2 且 至 少 有 一 
个 不 变量 ， 即 有 一 个 固定 节点 ， 一 个 固定 边 ， 或 者 一 个 固定 面 . 


性 质 3 逆向 且 无 任何 不 变量 . 
一 个 自 同 构 ， 它 具有 性 质 1 .性质 2 、 性 质 3 ， 分 别 被 称 为 
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是 定 旋 的 、 平 面 反 射 的 、 极 反射 的 . 

一 个 地 图 也 可 以 视 为 胞 腔 的 集合 ， 它 的 0- 胞 腔 、1- 胞 腔 和 
2- 胸 腔 分 别 为 节点 、 边 和 面 、 一 个 胞 腔 的 集合 93 ， 若 它 的 每 一 个 
胞 腔 都 与 5 的 恰好 两 个 胞 腔 关 联 ， 则 称 S 为 一 个 BB SE. 一 个 
WEE, 若 没 有 一 个 真子 集 也 是 胞 腔 循 环 , 则 称 它 为 EM. 上 
面 三 类 非 平凡 的 自 同 构 具 有 如 下 的 事实 ， 


事实 1 JH c- 网 的 平面 反射 自 同 构 的 不 变量 集 本 身 就 是 一 
+ E Ra. 

事实 2 Tike 网 的 极 反射 自 同 构 有 一 个 不 含 节点 (BB 0- 胞 
Bz) 的 胞 腔 圈 使 得 它 本 身 是 不 变 的 . 

事实 3 每 个 定 旋 自 同 构 均 怡 有 二 个 不 变量 . 


一 个 自 间 构 的 边 不 变量 ， 车 其 两 端 不 是 不 变量 ， 则 称 它 为 S 
跳 的 ， 否 则 ， 穿 通 的 . 

对 于 一 个 无 根 ec 网 M, a 为 它 的 一 个 最 小 阶 的 自 同 构 ， 如 果 
a 是 平面 反射 的 ， 由 事实 1, 其 不 变量 集 的 边缘 由 两 条 简单 闭 曲 线 
组 成 ， 允 许 它们 有 公共 边 (AR, SEN), 但 不 会 有 交叉 、 令 f 
和 R, 分 别 为 由 此 二 闭 曲 线 切割 平面 x 产生 的 二 个 无 公共 内 点 的 
单 连通 区 域 的 闭 包 ， 自 然 ， 除 边界 外 它们 不 再 有 别 的 不 变量 ， 

设 Mi 为 M 的 限制 在 R, 上 的 那个 子 地 图 .容易 看 出 ， 所 有 
穿 通 边 和 固定 节点 全 包含 在 M P. 

令 C 是 一 个 简单 闭 曲 线 、 它 包含 在 o 的 不 变量 的 并 集 之 中 ， 
而 且 与 每 个 不 变量 都 相交 ， 特 别 是 与 每 个 弹跳 边 在 唯一 个 点 处 相 
A. 

设 MC) 是 一 个 由 M 通过 添加 交点 作为 节点 ， 添 加 C 的 
包含 在 M 的 一 个 (固定 的 ) MAR, MME C 上 新 节点 与 
R, 的 边界 上 M 的 节点 间 的 弹 哟 边 的 每 一 段 ， 而 得 到 的 地 图 . 

“RR, Ri 和 R, 在 a 之 下 是 可 以 交换 的 . 
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mui 地 图 M, 是 不 可 分 离 的 和 Ma(C) 是 3- 连通 葛 . 

对 o 为 一 个 极 反射 的 或 定 旋 的 ,， 令 C 为 平面 + 上 的 简单 闭 曲 
R ERE M 的 任何 节点 ， 不 与 任何 一 边 相 交 多 于 一 个 节点 ， 
和 至 少 有 二 个 (事实 上 ， 由 3- 连通 性 ， 至 少 由 三 个 ) 面 与 它 相交 ， 
这 些 面 的 每 一 个 均 至 少 存在 二 条 边界 边 ， 和 每 一 条 过 与 C 有 一 个 
公共 点 (交点 ). 

id Ri 和 Rs p C 的 两 个 区 域 ,它们 均 视 为 开 的 ， 当 然 ，O 
为 R. Tl R, 的 公共 边界 . 

BANC) 是 M 的 在 R 中 的 子 地 图 和 N2(C) 是 在 NICO) 的 
基础 上 ,在 R, 内 新 增 一 个 节点 u, 并 且 将 ”与 每 一 个 N1(C) 中 与 
一 条 同 C 相交 边 的 端点 ， 连 一 条 新 边 而 得 到 的 . 

Am. MC) 被 定义 为 由 MC) 通过 添加 所 有 CC 与 MM 的 
边 的 交点 为 新 节点 ， 将 二 新 节点 闻 C 上 的 一 段 (不 经 过 别 的 新 节 
A), 以 及 每 条 新 节点 所 在 的 边 的 从 此 新 节点 到 Nr (C) 中 的 端 之 疗 
的 一 段 ， 均 作为 新 添 的 边 而 得 到 的 .这样 看 来 ， Ro 实际 上 已 变 成 
T As(C) 的 一 个 面 . 

EW 2 Na(C) 是 不 可 分 离 的 和 Ns(C) 是 3- 连通 的 ， 

下 面 ， 考 虑 由 Mi, Ms, No 和 Ns 产生 M 的 可 能 性 ， 并 以 此 
估计 无 根 c- 网 的 数目 . 


引 理 13.4.1 + Bm 为 有 mm 条 边 和 根 面 次 是 1 的 带 根 处 可 
分 离 平 面 地 图 的 数目 ， 则 ， 有 


log Bm, < (Aic? + Age + As)m + a, (13.4.1) 
其 中 og 是 一 个 常数 ， 
A, = —0.979, Ag = 一 0.098 和 As = 1.931, 


MF 0.45 < c < 1 # 1 = cm. 
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证 4 
(j — 2) (3m — j — 1 — 1)! 


$m 2 . (13.4.2) 
(m — 3)! (G - D!) (21 — j)\(2m — D! 
则 由 87.3, 有 
po ON (3r ~ 2; + 1) — D 
p = (2m — D! < Em (13.4.3) 


BW z = j/m, 使 得 c < z < 1 fi Fi, 为 最 大 ， 则 由 (1.7.6) 
式 ， 可 以 验证 
Fil, = O(m? exp (mais, o) ) , (13.4.4) 
其 中 了 为 绝对 常数 和 
G(z,c) = zlogz + (3 — z — c)log(3 — z — c) 
` —(1 — z)log(1 — z) — 2(z — c)log(z — c) 
—(2e — z)log(2c— z) — (2 — c} log{(2 — c). ^ (13.4.5) 
利用 (13.4.3) 式 ， 有 
Bint = O(m? exp (mec, 2) 
其 中 EE-E j=l jimm jnl 有关. 因为 已 知 在 所 考 
BORA, A 
G(e,c) < Aic? + Age + As, 


即 可 得 到 引 理 . h 


539 13.4.2. 35 o 为 无 根 c- M M 上 的 一 个 平面 反射 自 同 
HW, HEEL, 332 08 3 H ES A m/3 3 3 t 38 8 ES 
n/2, 其 中 mm fe n Days M 的 度 (EIE) SE (WKH). 
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证 由 于 MM 是 3- 连通 的 每 一 节点 至 少 关联 3 条 边 ， 因 为 
M 没有 重 边 ， 任 何 二 个 弹 哑 边 均 不 会 有 相同 的 端 ， 这 就 意味 ， 弹 
卡 边 的 数目 不 会 超过 阶 n 的 一 半 . 又 ,考虑 到 3n < 2m, 即 可 得 到 
第 一 个 结论 . 

由 3- 连通 性 ， 每 一 个 不 变节 点 MRR) 至 多 与 二 个 穿 
通 边关 联 ， 和 在 每 一 个 与 二 个 穿 通 边关 联 的 节点 处 ， 至 多 有 工 个 
非 不 变 边 与 之 关联 ， 这 就 意味 ， 每 一 个 节点 至 多 对 应 一 条 穿 通 边 . 
从 而 ， 穿 通 边 的 数 昌 不 会 超过 阶 a 的 一 半 ， 第 二 个 结论 得 证 ， 4 


532 13.4.3 + Rm 4m WR 3- W (Bo E 3- 连通 平面 好 图) 
mug, WA 
2m- $4" 


Rm JT 


(13.4.6) 


当 m 充分 大 时 . 


证 根据 (9.2.21) 式 , 利用 (1.7.6) 式 , 通过 与 $13.1 中 相同 的 
方法 ， 可 得 引 理 . 


首先 ， 由 斯 言 1, 当 a 在 一 个 无 根 e 网 上 是 平面 反射 的 ， di 
是 不 可 分 离 的 ， 令 M 的 根 被 取 为 使 得 F=r-Â, ARM. F 
的 次 用 R. Hz t= 1/m. 设 上 >0.3. $ a Mb 分别 为 在 a 之 
下 ， 穿 通 边 和 弹跳 边 的 数目 ， 
WA, M, 包含 了 所 有 a 条 穿 通 边 , RAR, MAF m- 
a 一 6 的 一 半 .、 这样， M 的 度 为 (m + a — b)/2. RE r = (a — b)/l. 
从 而 , rt = (a — 1)/m. 由 引 理 13.4.2, 即 得 (rt| < 1/3. M. 的 不 局 
的 可 能 性 数 至 多 为 Bou, 其 中 
m+a—b m(1 + rt) 
p= — = 7 
XE&POHEXEPHBEE GNE, M. 的 可 能 人 性 数 仍然 主 多 Bpr 
当 a 个 穿 通 边 各 个 弹跳 边 给 定位 置 时 ， M 可 以 被 构造 出 
来 ， 选择 穿 通 边 的 方式 数 至 多 为 (D. 一 旦 选 定 穿 通 边 ， 与 它们 关 
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联 的 节点 就 图 定 了 . MAEDA a 个 这 样 的 节点 .与 弹 晃 边关 联 
的 5 个 节点 的 选择 方式 至 多 (7°) 其 余 的 由 a 固定 的 节点 至 多 有 
2 种 方式 ， 这样， 当 1, a 和 8 给 定时 ， M 的 可 能 性 就 为 


P,(M;l,a,b) < By, ( ) ( 7 ) "— 


a 


= PE, a,a— b), 


R(l,a,d) = () C - °) "-- 


11217 2a4d 
~ al(a QI — 2a + d): 
通过 估计 R(L a, dy) 的 最 大 值 ， 可 得 


R(l,a,d) = OleR( (7 317) 
Mdza-b-rl. H (1.7.6) X, 
R(l, a, a — b) = O(I* exp(if,)), 
其 中 
f, = 21og2 — (1 + r)log(1-- r) — (1 — r) log(1 — 7) 


RZ r £ +1, Bf d x LF MAH 1). 
& c= l/p =2t/(1 +rt). MHF rt < 1/3, 有 
6 3 
由 引 理 13.4.1 和 (13.4.10, 11) 式 ， 


log (B,,RG,a, a 一 b)) « aloggm 


(13.4.7) 


(13.4.8) 


(13.4.9) 


(13.4.10) 


(13.4.11) 
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+m (Gm + Age + Ás) + wu.) 


HF -1<r<1,03<t1<1 #l|rt| < 1/3, 可 得 
log (BR, aa 一 b)) < 1.375n + a log m. (13.4.12) 


在 d= 或 -1 时， 这 个 式 子 仍然 成 立 ， RAM d AE +1 时 
Bp: 和 R(La,a — b) 改变 的 因子 至 多 为 m 的 一 个 多 项 式 ， 它 的 次 
以 d 土 1 为 界 。 因 此 (13.4.12) 式 ， 对 4 二 1 一 1 和 一! 十 1 时 成 立 . 
由 (13.4.12) sË, P.(M;l,a,b) 对 所 有 适合 的 和 HL > 0.3m) 之 
和 的 对 数 小 于 1.375m + c logm. 从 而 ， 这 就 是 在 此 所 考虑 的 条 件 
下 ， 不 同 无 根 4 网 数目 的 对 数 之 上 界 . 
现在 ， 设 t< 0.3. 令 C RE — T1854 01 HER. CARE a 的 不 
变量 之 并 集中 . TH, 与 它们 中 每 一 个 都 相交 . 由 断言 1 M.(C) 
是 3 连通 的 . 令 F' AMC) 的 这 样 的 面 ， 它 的 边界 是 C， 并 假 
设 a 使 的 a 条 边 为 穿 通 的 ，8 条 边 为 弹跳 的 ，s 个 面 被 固定 . 
W M,(C) 的 与 F' 关联 的 边 是 这 a 条 穿 通 的 和 CC ER sB, Till 
包含 在 由 a AERA. H, F 的 次 为 a 十 sa. MC) HBA 
m+athi+2s 
—. 
TE 六 被 指定 之 下 ， MC) fr BI n] S6 FE 38 SS 15 IR] BEI e 
RNAS. 由 引 理 13.4.3 ， 这 就 是 


O(2™tatbt2a). {13.4.13) 


为 了 确定 M ， 对 给 定 F' 的 M2(C) ， 还 需要 准确 地 知道 那些 
SPF 关联 的 节点 是 o 的 不 变量 和 那些 与 F 关联 的 边 对 a 是 穿 
i. 然而， 只 要 知 那 些 与 PY 关联 的 这 是 被 a PRR. [A 
为 任何 不 与 这 种 边关 联 ， 又 不 是 a 的 不 变量 的 节点 之 次 在 MC) 
中 至 少 为 4, 同时 与 F 关联 又 不 是 o 的 不 变量 的 节点 不 在 M 中 ， 
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而 且 次 为 3. 这 样 ， 给 定 M2(C) 伴随 a 和 F', M 的 可 能 性 至 多 为 
Ch) 和 事实 上 已 确定 ， 此 即 意 昧 ， 当 ,5,3 MiSs, M 的 
可 能 性 为 


O(gmtathtas (° + ) ) (124.14) 


E f^ 98 9325955 M 中 的 FP 关联 和 M 的 每 一 个 不 变 
重 的 面 都 与 M 中 F 上 一 个 非 不 变 的 边关 联 ， 则 s + a < l 同样 
地 ， M 的 每 一 条 弹跳 边 均 与 不 变 的 面 基 联 ， 由 事实 1, 这 些 面 的 
每 一 个 至 多 与 另 一 个 弹跳 边关 联 ， 则 b < s. 由 此 ， (13.4.14) 式 为 


T-r6 a a+s 
O(2 it M » 
它 的 最 大 信 在 a 使 得 s+a < 到 e+a= 了 时 达到 ， 即 这 个 值 为 
Tr. 4 [ 
O(2 十 1 十 2 (p 


X, 27 (1 的 最 大 值 在 s 接近 4( — s)(BD s= # x1) 时 达 
By, Aj, (13.414) 式 变 为 


IGCS (us) (c 为 永恒 的 常数 ) 


. m 
-or (s (p) 

= O(m^2^'10!?) (I = tm) 

= O(m?2'^10? 5") (s < 0.3). (13.4.15) 


对 所 有 适合 的 a, b, s MIRA, BERTAT m, 并 不 
改变 最 终 的 界 ， 故 ， M 的 可 能 性 教 的 对 数 ， 在 a 为 平面 反射 的 ， 
t < 0.3, 25 E 93] ñi t > 0.3m 的 情形 ， 对 所 有 的 t, 至 多 为 


m(log 2 + 0.3log 10) + o log m < 1.384m. (13.4.16) 
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然后 ， 对 a 为 极 反 射 的 ， 由 事实 2 有 M 中 面 和 边 级 成 的 胞 
RMS, 使 得 在 o 之 下 总 体 上 是 置 定 的 . 令 C 为 在 断言 2 条 件 下 
的 一 个 简单 闭 曲 线 . 由 于 a 没有 不 变量 ， 必 需 依 循环 的 方式 置换 
S 中 的 胞 腔 . 而 且 ， 因 为 o 的 阶 为 2, 这 种 置换 必需 是 半 轮 回 的 . 
由 于 ok ETE R, PRE R, 中 ， 和 反之 使 R. 
or ity Hel Fl) R. 中， 

因为 NaC) 的 每 一 个 与 4 关联 的 边 对 应 5 中 的 一 条 边 , 和 5 
中 的 边 被 o DIGG ES Hh BR, PRM Na(C) 中 那个 
节点 是 v 时 ， N,(C) 可 确定 M. 由 此 ， 当 得 外 NC), NaC) 的 
平面 对 偶 ， 的 那个 面 对 应 o Bj, NC) 可 确定 M. 以 相仿 的 理 
由 ， 当 得 知 N2(C) 的 那个 面 ， 如 F', 是 Ra 时 ， NOC) 就 可 以 确 
z M. 

É P MF 有 相同 的 次 ， 即 (m + 31)/2. 这 样 ， M 的 不 同 可 
能 性 数 至 多 为 带 根 这 样 的 不 可 分 离 地 图 的 数目 ， 使 得 其 中 每 个 地 
图 都 有 (m + 1)/2 条 边 ， 与 根 边 关联 的 非 根 面 的 次 为 1, 同样 的 , 至 
多 为 具有 (m 30)/2 条 边 和 那个 与 根 关联 的 非 根 面 为 指定 的 下 或 
F' 的 3 网 的 数目 ， 从 而 ，M 的 数目 的 对 数 至 多 为 

m + mite + Age + As) +9. (13.4.17) 
这 里 用 了 断言 2 和 条 件 c = 21/(m + 1) > 045. W H, H (13.4.6) 


式 ， 也 有 .上 界 
m + 31 
2 


4 t = fm 和 设 t> 0.3. WA c = 2t/(1 +t) > 045, 以 及 
(13.4.17) RÆ t 的 这 个 范围 有 意义 . 但 这 时 ， (13.4.17) AA 


mi 2 (^5) + tA =) + A) to 


<m(A + Aat + As) +0, 


log4 + o. (13.4.18) 
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RAE 1+t<2,A, «0. 上 式 揪 号 内 二 次 式 的 最 小 值 为 
Ai + 143) 
= Ay L4 
AAE, (13.4.17) 式 小 于 1.16m +o. 

现在 ， 假 设 上 < 0.3. Wj, (13.4.8) RAF (0.951og 4)m 十 < 
1.317m e. 对 1 用 m TPRTÉEGR a pk 3 o, 致使 最 后 一 个 上 界 对 M 
有 一 个 极 反 射 的 自 同 构 ， 其 所 有 可 能 的 数目 之 对 数 仍 是 适用 的 . 

最 后 ， 对 定 禾 的 自 同 构 o, 由 事实 3, 它 怡 有 二 个 不 变量 ， 用 
I ü L Cm. 令 3 是 好 上 ,， 连 五 和 五 ,使 得 除 可 能 五 和 五 外 ， 
不 会 M 中 其 他 节点 的 最 短 胞 腔 路 . 

4 S =S) AS Ho 的 第 i 次 圳 作用 下 的 象 , 其 中 i 小 于 a 
的 阶 , riu S S' 含有 一 个 相同 的 胞 腔 W, W Z h, D. MaW) 
ESP. HA ai 不 会 是 么 元 ， 和 也 是 定 旋 的 ， 由 事实 3, Ce 
ELA AAW) € W. XP, SHS 是 在 内 部 相交 的 ， 

4 d AERE SAS —at(S) 之 间 与 五 相 令 的 胞 腔 数 最 小 . 
取 C+ 为 这 样 的 一 条 闭 曲线 ， 它 与 5 和 3 中 的 每 个 胸腔 都 相交 ， 
但 没有 M 的 别 的 胸腔 ,而且 它 与 每 条 边 至 多 交 于 一 点 , 因为 S$ 和 
S 是 内 部 相交 的 ， 没 有 5 中 的 非 端 胸腔 其 至 与 S' 中 的 非 端 胞 腔 
关联 . 

选 召 为 C+ 这 样 的 一 个 区 域 ， 它 含 M 的 两 个 端点 全 在 内 的 
边 数 最 少 . Bik, Ki A RBH, —MEATo FEX, D 
映射 MM 的 RAMS THEA RM. Sth, ARO 
LOR, RENH-BS, DWE RBA, MERWE 
包 中 的 部 分 连同 o 的 阶 ， 就 可 确定 整个 M 的 类 型 

# hA BWR. W| C — C^ 将 是 不 合 节 点 的 胸腔 循 环 . 
但 ， 若 h, 例如 ， 是 一 个 节点 ， 则 C 就 是 由 CT 通过 围绕 M 的 在 
R 中 并 与 关联 的 面 和 边 以 赋 根 使 从 C 中 消去 五, 并 且 五 是 一 
个 节点 ， 做 同样 的 事情 (HE. iA DS 不 会 同 与 一 个 面 关 联 ). 


As 
> < 1.16. 
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这 时 ，C 就 是 M 的 不 含 节点 的 一 个 胞 腔 循环 ， 如 果 必 在 玉 
内 的 区 域 R' 中 M 的 部 分 被 给 定 ， 而且 已 知 (i) o MOB (ii) 和 
I 那 一 个 是 节点 ， (i) WRN 或 五 是 一 个 节点 ， 到 底 R 中 M 
的 与 C 相交 的 相继 边 的 那个 集合 是 与 之 关联 的 边 的 集合 ， 和 (iv) 
若 五 或 到 为 一 个 面 ， 或 边 ， 到 说 那个 面 ， 或 边 与 C MR, WAR 
的 结构 ， 乃 至 M 的 类 ， 是 可 重 造 的 ， 对 于 0), G0, (i), 和 Gv) 的 组 
合 ， 可 能 性 的 数目 至 多 为 m°. 

进而 ， 如 果 对 于 NIC) NG(C) MAE, Ri We R, 则 
当 MaC) 的 会 Ro 中 的 那个 面 和 Nə (C) 的 在 R; 中 的 节点 vv 被 给 
定时 ， No(C) 或 Ns(C) 的 类 型 就 确定 了 M 在 RU 中 部 分 的 结构 . 
Mit, M 的 不 同类 型 数 至 多 为 m? REMIT NAC) 的 对 偶 地 图 
N2(C)* 不 同 可 能 性 的 数目 . 而且， 相仿 的 界 可 用 于 Ns(C). 

# C = C+ 时, 即 石和 五 没有 一 个 是 节点 ，Na(C)* $241 
Ki, HPT 是 a 的 附和 是 N,(C) 的 节点 和 在 NaC)" 中 相 
应 面 的 次 ， 这 就 是 至 多 (m-1/2. 同样 地 ， NaC) 的 边 数 是 

n 3 m+ 3l 
j + py < 2 


以 如 土 对 于 极 反 射 情形 的 讨论 ， 导致 M 在 此 时 不 同类 型 的 数目 的 
对 数 不 会 超过 (13.4.17) 式 rclog m, 当 21/(m + l) > 0.45; 否则 ， 也 
同样 不 会 超过 (13.4.18) 式 z log m. 

男 一 方面 , 若 C Z C+, We N;(C)' 和 NaC) 中 这 的 数目 严 
格 地 分 别 小 于 n/j + 1/2 和 n/j + 31/2, 并 且 上 一 段 的 缚 果 又 可 应 
用 . 在 关于 极 反 射 情形 的 讨论 中 给 出 ， 对 于 a 为 定 旋 的 情形 M 的 
可 能 性 数 之 界 exp[1.318rn + c). 


定理 13.4.1 E E XA AH, LERA 3- 连通 平面 地 图 们 是 
非 对 称 的 ， 


证 由 上 面 所 讨论 的 可 以 着 出 ， 度 为 m 的 3 连通 且 有 极 小 ， 
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或 者 素数 对 称 性 的 平面 地 图 的 数目 至 多 是 exp(1.384m), 当 m 充分 
大 时 . 每 个 这 种 地 图 有 少 于 4m 种 不 同 的 定 根 方式 . 同时 , 对 任何 mm 
E. 无 非 平凡 自 同 构 的 每 个 地 图 , 它 的 定 根 方式 数 达 到 4m 这 个 值 . 
从 而 ， 

dmNm = Rm + o(exp(1.384m)), (13.4.19) 


其 中 Nm 和 Rn 分 别 为 m PE, m > 6, 无 根 和 带 根 3- 连通 平面 地 
图 的 数目 . 
由 引 理 13.4.3, 可 得 


dmNm = Rm(1 + o(0.998™)). (13.4.20) 


ARERR EZ AL. 4 


813.5 方 穆 的 奇异 性 


要 杷 应 用 力道 积分 的 方法 于 地 图 计数 中 ， 就 得 从 计数 阵 数 所 
满足 的 方程 开始 . 然而 , 较 罕 见 的 是 能 将 这 种 方程 直接 解 出 ,将 计 
数 函 数 用 初等 函数 表示 出 来 ， 沼 常 依 如 下 的 过 程 ， 确 定 计数 函数 
在 收敛 轿 中 的 奇异 性 ， 通 常 是 有 一 个 ， 至 少 通过 简单 的 变换 使 得 
仅 有 一 个 . 接着 ， 就 是 将 计数 函 教 在 奇异 点 的 邻 域 内 展开 , 因为 所 
要 计数 的 地 图 是 无 限 的 ， 其 收 往 半径 必 为 有 限 的 .由 于 m 度 的 带 


根 地 图 的 数目 为 
2(2m)!3 


m!(m + 2)! 
其 收 敏 半径 为 正 的 ， 和 解析 方法 可 以 应 用 . 进而 ,由 于 函数 方程 是 
代数 的 ， 计 数 函 数 就 有 代数 奇异 性 .如 果 常 能 发 现 一 个 计数 函数 
使 得 它 的 系数 有 用 几 个 二 项 式 系 数 的 简单 表示 式 那 就 好 了 . 这 样 
的 一 个 请 数 是 契 越 几何 的 ， 而 且 所 感 兴 趣 的 分 校 ， 在 复 平面 上 仅 
有 一 个 奇异 点 ， 


= o(12™), (13.5.1) 
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现在 ,假设 计数 函数 是 单 变量 的 , 因为 它 的 系数 全 非 负 ,就 有 
当 吕 表示 这 个 计数 函数 的 收 和 敛 半径 时 , 在 R Mb RR Sy sb PE. XE 
而 ， 这 个 计数 函数 在 R 附近 是 代数 的 ， 这 就 意味 ， 在 R 周围， 这 
个 计数 函数 有 如 下 形式 的 展开 : 
Y Ae = h(z) +u *g(u), (13.5.2) 
n29 
其 中 h(z) 在 z = R 处 是 解析 的 ， g(%) 在 u = 0 处 是 解析 的 ， 
g(0) = ao # 0, 


u=(1-2)', j>0, Ma== 


不 能 是 0, —1, —2, ttt 此 情 之 下 ， Darboux 方法 可 以 应 用 ， 并 且 
给 出 


agn’! 
fa~ Tey 
4n 一 oo. 如 是 看 来 ， 只 需 确定 在 原点 附近 的 正 奇 异性 和 在 奇异 
点 附近 的 函数 行为 ， 以 便 渐 近 估 计 ， 
下 面 ， 提 供 一 个 例子 ， 以 解释 上 述 的 基 些 想法 ， 考 已 方程 


H(z) = h(2H%(2)), (13.5.4) 


R^ (13.5.3) 


KH z = 22 A H(z) 已 知 有 形式 
(3n)!2" 


H(z) = > G3 Dan + DU z^. (13.5.5) 
目的 在 于 导出 h(y) 的 渐 近 性 ， 这 里 
y = zH’ (z). (13.5.6) 


4 RXH MBC. h H 是 带 非 负 系 数 的 ， 有 


>o, 0 < z < R. 
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而 且 ， 这 样 的 z 是 乡 的 解析 函数 ，0 <y < RH*(R). 
MERER, y= RHR) 为 hh -IARR m ERU 
半径 S = RH*(R). 
由 (13.5.5) 式 和 (1.7.6) 式 ， 


(3n)!2" 1 /3 27 7 
mi nT Aya (7) (13.5.7) 
由 此 ， R= 2/27. 注意 A(R) 和 
H'(R) = em n 


存在 且 全 为 正 ， 但 
H"(z) = oF — oo 


3 z — R-. 由 (13.5.4) XX, 


H' (x) H3(z) 一 ~ 6A(z) 


h”(zH3(z)) = Ba) 


(13.5.8) 


其 中 
7 h(y) 
a , 


A(a) = (1) H(@)(H(e) m). 
B(z) = H?(z) + 32H?(z)H'(a). 


E" (yy) = 


AK, h'"(y)— co, M y > (RH?(R)). WH, s= RH*(R). 

看 一 看 h(y)fEly| = 5 上 的 其 他 奇异 点 ， 由 (13.5.6) 式 ， 这 些 
奇异 点 依赖 五 (z) 的 奇异 点 ， 以 及 y 的 这 样 一 些 值 ， 在 它们 附近 
y= zH3(z) 不 能 瞧 一 地 求 道 .关于 H(z) WARK, A ` 


(-B)n4i(—3)n412z" 4z (3n)! 2z\" 
ü m ~ 9 (n3 1)! (Z) ?. (13.5.9) 
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其 中 (ajn = a(a + 1): -- (a + n — 1), AMR. 这 样 ， 利 用 如 
81.7 中 所 示 的 超越 几何 函数 ， 重 写 (12.5.5) KA 
H(Rz) = 二 (F( - 5 5i - z) - 1). (13.5.10) 
这 个 超越 几何 函数 仅 有 一 个 奇异 点 ， 即 z = 1, 这 就 导致 4 = S. 
TR, Bee y= xzH3(z) ORM, 在 | 中 = S E, fE v sS. 
Kit, tA RA ARASH. 由 隐 含 数 定理 ， 任 何 河 异 点 必 服 从 
du 二 0. 利用 AS) £ co. 由 于 只 具有 非 负 系数 ,在 lyl=S EX 
奇异 点 支配 y= S, 和 h'(u) £ oo, 在 |y| = S Lb, FRR. 由 (15.5.4) 
X. 
h'(y) = = w, (13.5.11) 
在 奇异 点 处 至 = 0 和 H'=0 亦 然 . 因为 
ew = H? + 3zzH' H3, 
A H=0 Fy=OASH—-TARM, |0| = S A p Jk z HAW 
4H, E h = (z 一 pj*g(z), AP k > 1, g(p) ZO I g # p 附近 是 
解析 的 . 但 ， 这 就 有 


A'(y E semen 


_ 1 

- Age 

其 中 f(p) x 0, 即 得 ho) = oo, 矛盾 ， 从 而 ， 没 有 这 样 的 奇异 点 存 
在 . 

为 了 应 用 Darboux 定理 , WA S 的 这 个 值 , UR Aly) # S l 

近 的 行为 ， 这 将 来 自 (15.5.8) 式 和 由 (13.5.10) 式 导出 的 性 质 ， H 
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+ V3ü — 2tr(S, zil- z), 

这 就 使 得 在 z= 1 附近 有 作为 (1-12 Bs Taylor Æ 
开 ， 并 且 始 于 
3 2 4v3 
2 30 tp 
?z-R(üu-£t)füyzS(1—75. Hy = zHŠ(z) £y = S 
Ba A, ¿£ 在 5 接近 0 的 区 域内 是 解析 的 . TA, ER, 


(13.5.4) 式 和 (13.5.10) R, h 具有 n2 的 震级 数 展开 . 由 (13.5.8) 
式 连同 全 = A(R) + 3RH'(R) M H = H(R), 有 


(1— z). (13.5.12) 


h”(y) ~ H” (a) (ET)? (13.5.13) 
M y 5. BUS v = =Hš(z), 4 RE~ (Sn/BP(R))/T 和 


nH 
E~T (13.5.14) 


Hi (13.5.10) 式 和 (13.5.12) 式 ， 


zog (13.5.15) 


联合 (13.5.13-15) 式 ， 可 得 
v3n- i 
AR HÍTÀ 
E 1392 dy 
J SmHiTÀ dy ^ 


A" (y) " 


从 而 ， , 
Mg) m actu (F) t 
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Bop...) eU? RE, HEF m. 用 Darboux $238, # 


fn ~ 2 (z). Id 


由 (13.5.10) 式 和 (13.5.12) $, H(R) = 9/8 RI H'(R) = 81/16. 
故 ， 


S = RHš(R) = As 


和 
T = H(R) + 3RH'(R) = i 


WA P(-3/2) = 42/3, RA 


3 256" 
hy, ~ ——— | — | . 13.5.16 
” 16n2V6mrn 27 ) ( ) 


如 果 一 个 计数 函数 带 有 二 个 或 更 多 的 变量 ， 这 种 估计 系数 的 
方法 一 般 而 言 将 其 为 复杂 , 这 里 , 不 能 占用 过 多 的 篇 幅 . 感 兴趣 的 
读者 ， 可 参见 Bender[Ben1] 和 Bender 与 Ricbmond[BeR1] 等 综述 
文章 . 


§13.6 itid 


13.6.1 将 渐 近 行为 看 作 随 机 图 论 的 课题 已 被 普遍 承认 , CE 
是 图 论 的 一 个 重要 子 范畴 , 除了 在 S13.1 中 提 到 的 , 或 参见 [YaL1], 
还 可 以 问 有 多 少 地 图 , 或 者 图 , 是 Hamilton 的 , Asc, 或 者 
其 他 性 质 ， 在 一 类 给 定 的 地 图 ， 或 图 中 .关于 Hamilton 性 ， 已 经 
知道 几乎 所 有 的 3- EDF GE EE AS Hamilton 的 [RRW1]. 然 
而 ， 另 一 方面 又 有 ， 几 乎 所 有 的 3- 正则 的 二 部 图 却 全 是 Hamilton 
的 [RoW1]. 
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13.6.2 关于 平均 行为 的 问题 常 在 数论 中 出 现 , 然而, 值得 注 
意 的 是 , 可 能 只 是 自 20 世纪 70 年 代 ，Tutte 试图 求 得 平面 地 图 的 
四 色 着 染 的 平均 数 才 在 图 论 中 出 现 [Tut14-9], [Tut21-4], [Tut27- 
9], [Tut31-2] 和 [Tut36-7). 因为 它 的 困难 ， 使 得 这 个 四 色 平 均 问题 
至 今 还 仍 未 能 解决 . 


13.6.3 Æ 513.2 中 所 述 的 树 - 根 地 图 的 平均 行为 出 自 Mullin 
[Mul1—3]. Æ 813.3 中 的 每 个 平面 三 角 化 中 的 Hamilton MM, Mize 
要 参见 [Mul5]. 


13.6.4 设 N,(I) 为 在 不 变量 集 工 给 定之 下 ， 在 地 图 类 Na 
中 ， 不 同 构 的 地 图 数目 ， 其 中 h 表示 在 这 类 地 图 M F, B EJES 
群 的 阶 . 因为 在 每 一 个 不 对 称 的 地 图 上 ， 恰 有 4e 种 不 同 的 定 根 方 
A, 其 中 < 为 地 图 的 度 ， 所 谓 不 对 称 是 指 自 同 构 群 为 么 群 . 故 ， 可 
以 看 出 ， 


Noll) = 4€ Y` LN (n, (13.6.1) 
h=1 


其 中 Nol) = 4N (1), 
NW) = 3 NQ), 
h=1 


3, BG, hcl, MAAN 中 的 带 有 不 变量 集 了 的 m. 度 地 图 
全 是 不 对 称 的 . 

PRM, +E $13.4 中 则 提供 了 依 概率 的 观点 来 看 地 图 (这 里 是 指 
3- 连通 的 平面 地 图 ), 无 需 考 虑 对 称 性 , 这 一 节 的 讨论 是 基于 Tutte 
[Tut34], Bender 与 Wormald[BeW1] 诸 文章 。 更 近 的 结果 ， 可 参见 
[RiW1]. 

18.6.5 公式 (13.5.16) 给 出 的 是 带 根 具有 2n 个 面 的 3- Æ 
通 平面 三 角 化 数 和 目的 新 近 估 计 . 这 里 只 是 要 演示 奇异 性 所 起 的 作 
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Al. BL, ASTM RT DL B 8: A woh (13.5.5) 出 发 利 
用 (1.7.6) 式 而 得 到 [Tut41]. 


13.6.6 ”关于 在 一 般 晶 面 上 ， 更 多 的 地 图 计数 ， 及 其 渐 近 性 ， 
可 参见 [BeC3-4], [BCR1-2], [BCr2], [BRW1-2], [BGW1], [BeW4], 
[Gao1-4], [GaR1], [WaL1-3] 等 . 

13.6.7 关于 无 根 地 图 的 计数 , ARARA, 可 参见 [Lisi 
2), [LiW1-2], [PoR1], [Worl] 等 . 

13.6.8 ”在 球面 上 的 , 对 于 地 图 计数 的 许多 有 关 渐 近 性 的 其 他 


结果 ,可 见 [BeC1-2], [BGM1], [BRW2], [Bro1-2], [Tut3-5], [Wor2] 
等 .在 射影 平面 上 的 ， 可 和 参见 [BCr1], [Gao3] 38. 
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